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ɀɚɥɞɚɤɆȱ., ɆɢɯɚɥɿɧȽɈ., Ⱦɟɤɚɧɨɜɋə. 
ɇɚɜɱɚɧɧɹɦɚɣɛɭɬɧɿɯɭɱɢɬɟɥɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨɱɢɫɥɟɧɧɹ 
ɮɭɧɤɰɿɣɨɞɧɿɽʀɡɦɿɧɧɨʀɡɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɦɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯɡɚɫɨɛɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 
ɇɚɜɱɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɨɞɧɿɽʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɜɿɞɿɝɪɚɽ 
ɜɚɠɥɢɜɭ ɪɨɥɶ ɭ ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɿ ɩɪɨɮɟɫɿɣɧɨʀ ɤɭɥɶɬɭɪɢ ɜɱɢɬɟɥɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɧɟ 
ɬɿɥɶɤɢɬɨɦɭ, ɳɨɨɞɧɿɽɸɡɨɫɧɨɜɧɢɯɡɦɿɫɬɨɜɢɯɥɿɧɿɣɲɤɿɥɶɧɨɝɨɤɭɪɫɭɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 
ɽ «ɉɨɱɚɬɤɢɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨɬɚɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨɱɢɫɥɟɧɧɹ». Ɂɧɚɱɧɨɜɚɠɥɢɜɿɲɢɦ 
ɽɬɿɫɧɢɣɡɜ¶ɹɡɨɤɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨɱɢɫɥɟɧɧɹɿɡɫɭɱɚɫɧɢɦɢɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɦɢɬɟɨɪɿɹɦɢ: 
ɬɟɨɪɿɽɸ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɬɟɨɪɿɽɸ ɦɿɪɢ, ɮɭɧɤɰɿɨɧɚɥɶɧɢɦ ɚɧɚɥɿɡɨɦ, ɬɟɨɪɿɽɸ 
ɣɦɨɜɿɪɧɨɫɬɟɣ, ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɸ ɿɧɮɨɪɦɚɬɢɤɨɸ ɬɚ ɛɚɝɚɬɶɦɚ ɿɧɲɢɦɢ. Ɂɚɜɞɹɤɢ 
ɰɶɨɦɭ ɭ ɩɪɨɰɟɫɿ ɧɚɜɱɚɧɧɹ ɦɨɠɧɚ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɪɨɡɤɪɢɬɢ ɦɚɣɛɭɬɧɿɦ ɭɱɢɬɟɥɹɦ 
ɩɨɬɭɠɧɿɫɬɶ ɦɟɬɨɞɿɜ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ, ɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɢɯ ɡɚɫɧɨɜɧɢɤɚɦɢ 
ɰɶɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɨɧɚɞ ɬɪɢ ɫɬɨɥɿɬɬɹ ɬɨɦɭ, ɚ ɣ ɩɪɨɞɟɦɨɧɫɬɪɭɜɚɬɢ ɩɨɫɬɿɣɧɢɣ 
ɪɨɡɜɢɬɨɤɬɚɭɞɨɫɤɨɧɚɥɟɧɧɹɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯɬɟɨɪɿɣ. Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɨɦɬɚɤɨɝɨɪɨɡɜɢɬɤɭ 
ɽ ɫɭɬɬɽɜɟ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɦɟɠ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɬɟɨɪɿɣ, ɚ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɦ 
ɭɞɨɫɤɨɧɚɥɟɧɧɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɬɟɨɪɿɣ ɽ ɡɧɚɱɧɟ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɤɨɥɚ ɥɸɞɟɣ, ɹɤɿ 
ɦɨɠɭɬɶ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɿ ɬɟɨɪɿʀ ɧɚ ɩɪɚɤɬɢɰɿ: ɬɟ, ɳɨ ɪɚɧɿɲɟ ɛɭɥɨ 
ɞɨɫɬɭɩɧɟɥɢɲɟɝɟɧɿɹɦ, ɩɟɪɟɬɜɨɪɸɽɬɶɫɹɭɡɜɢɱɚɣɧɭɧɚɜɱɚɥɶɧɭɡɚɞɚɱɭɲɤɿɥɶɧɨɝɨ 
ɤɭɪɫɭɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. 
ȼ ɰɿɣ ɫɬɚɬɬɿ ɪɨɡɝɥɹɞɚɽɬɶɫɹ ɧɟɬɪɚɞɢɰɿɣɧɢɣ ɩɿɞɯɿɞ ɞɨ ɧɚɜɱɚɧɧɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨɱɢɫɥɟɧɧɹɮɭɧɤɰɿɣɨɞɧɿɽʀɡɦɿɧɧɨʀɦɚɣɛɭɬɧɿɯɭɱɢɬɟɥɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. 
ɇɟɬɪɚɞɢɰɿɣɧɿɫɬɶ ɩɨɥɹɝɚɽ ɭ ɞɨɛɨɪɿ ɧɚɜɱɚɥɶɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ ɬɚ ɦɟɬɨɞɿɜ ɣɨɝɨ 
ɩɨɞɚɧɧɹ. 
ȼɡɚɽɦɧɨɨɛɟɪɧɟɧɿɨɩɟɪɚɰɿʀɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ (ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹɩɨɯɿɞɧɨʀɞɚɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ) ɬɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ (ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹɩɟɪɜɿɫɧɨʀ, ɬɨɛɬɨɧɟɜɿɞɨɦɨʀɮɭɧɤɰɿʀɡɚ ʀʀ 
ɜɿɞɨɦɨɸ ɩɨɯɿɞɧɨɸ) ɛɭɥɢ ɜɜɟɞɟɧɿ ɭ 70-ɯ ɪɨɤɚɯ XVII ɫɬɨɥɿɬɬɹ ɡɚɫɧɨɜɧɢɤɚɦɢ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɬɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ Ƚ. Ʌɟɣɛɧɿɰɨɦ ɬɚ ȱ. ɇɶɸɬɨɧɨɦ. 
Ɍɨɦɭ, ɡɝɿɞɧɨ ɡ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ ɝɟɧɟɬɢɱɧɨɝɨ ɩɨɞɚɧɧɹ ɧɚɜɱɚɥɶɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ, 
ɧɚɜɱɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɪɨɡɩɨɱɢɧɚɬɢ ɡ ɜɢɜɱɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɬɹ 
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ɩɟɪɜɿɫɧɨʀ ɬɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɇɶɸɬɨɧɚ – Ʌɟɣɛɧɿɰɚ (ɚɛɨ NL -ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ), ɹɤ ɩɪɢɪɨɫɬɭ 
ɩɟɪɜɿɫɧɨʀɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀ: )()()( aFbFdxxf
b
a
 ³ , ɞɟ ];[),()( baxxfxF  c . 
Ɂɚɭɜɚɠɢɦɨ, ɳɨ ɩɨɧɹɬɬɹ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɧɟ ɜɿɞɿɝɪɚɽ ɜ ɫɭɱɚɫɧɿɣ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɰɿ ɹɤɨʀɫɶ ɫɭɬɬɽɜɨʀ ɪɨɥɿ, ɚ ɞɨɫɢɬɶ ɡɧɚɱɧɚ ɭɜɚɝɚ, ɹɤɭ ɱɚɫɬɨ ɩɪɢɞɿɥɹɸɬɶ 
ɜɢɜɱɟɧɧɸɬɟɦɢ «ɇɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣɿɧɬɟɝɪɚɥ», ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɚɲɜɢɞɲɟɬɪɚɞɢɰɿɣɧɿɫɬɸ, ɚ 
ɧɟ ɫɭɬɬɸ ɫɩɪɚɜɢ. ɇɚ ɩɪɚɤɬɢɰɿ ɡɪɭɱɧɨ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɬɢɫɹ ɥɢɲɟ ɩɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ 
ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨɿɧɬɟɝɪɚɥɚ: 
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ɞɟ a  – ɮɿɤɫɨɜɚɧɚ ɬɨɱɤɚ ɞɚɧɨɝɨ ɩɪɨɦɿɠɤɚ ED ; , ɚ x  – ɛɿɠɭɱɚ ɬɨɱɤɚ ɰɶɨɝɨ 
ɩɪɨɦɿɠɤɚ. Ɉɬɠɟ, ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ – ɰɟ ɦɧɨɠɢɧɚ ɭɫɿɯ ɩɟɪɜɿɫɧɢɯ 
ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɞɚɧɨɦɭ ɩɪɨɦɿɠɤɭ. Ɍɨɦɭ, ɩɟɪɲ ɧɿɠ ɝɨɜɨɪɢɬɢ ɩɪɨ 
ɫɭɦɭ ɬɚ ɪɿɡɧɢɰɸ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ, ɞɨɛɭɬɨɤ ɫɬɚɥɨʀ ɧɚ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥ, ɩɨɯɿɞɧɭɜɿɞɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɬɪɟɛɚɫɩɨɱɚɬɤɭɜɜɟɫɬɢɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ 
ɨɩɟɪɚɰɿʀ ɧɚɞ ɦɧɨɠɢɧɚɦɢ. ɐɶɨɝɨ ɧɚɠɚɥɶ, ɹɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɧɟ ɪɨɛɥɹɬɶ, ɫɬɜɨɪɸɸɱɢ 
ɰɢɦɫɚɦɢɦɥɨɝɿɱɧɿɩɪɨɝɚɥɢɧɢ, ɹɤɿɧɟɜɢɧɢɤɚɸɬɶ, ɤɨɥɢɨɫɧɨɜɧɢɣɧɚɝɨɥɨɫɪɨɛɢɬɢ 
ɧɚ ɜɢɜɱɟɧɧɹ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɚ ɩɨɬɪɿɛɧɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ 
ɞɿɫɬɚɜɚɬɢ, ɹɤɩɪɨɫɬɿɧɚɫɥɿɞɤɢɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
Ⱦɥɹ ɦɚɣɛɭɬɧɿɯ ɜɱɢɬɟɥɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɜɚɠɥɢɜɿɫɬɶ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɩɨɥɹɝɚɽ 
ɬɚɤɨɠɭɬɨɦɭ, ɳɨɜɨɧɢɽɞɨɫɬɭɩɧɿɲɢɦɢɞɥɹɜɢɜɱɟɧɧɹɭɡɚɝɚɥɶɧɨɨɫɜɿɬɧɿɣɲɤɨɥɿ, 
ɧɿɠɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ (ɬɨɛɬɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢɄɨɲɿ – Ɋɿɦɚɧɚ), ɚɦɟɠɿ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ 
NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɽ ɞɨɫɢɬɶ ɲɢɪɨɤɢɦɢ. ɇɟɞɚɪɦɚ ɩɪɨɮɟɫɿɣɧɿ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɥɢɥɢɲɟ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɢɩɪɨɬɹɝɨɦɞɜɨɯɫɬɨɥɿɬɶɚɠɞɨɏȱɏɫɬɨɥɿɬɬɹ, 
ɤɨɥɢ Ɉ. Ʉɨɲɿ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɹɤ ɝɪɚɧɢɰɸ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ, ɚ Ȼ. Ɋɿɦɚɧ ɪɨɡɜɢɧɭɜ ɬɟɨɪɿɸ ɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɫɭɬɬɽɜɨ 
ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɭȺ. Ʌɟɛɟɝɨɦɧɚɩɨɱɚɬɤɭɏɏɫɬɨɥɿɬɬɹ. 
ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɞɨɫɬɭɩɧɿɫɬɶ ɞɥɹ ɜɢɜɱɟɧɧɹ ɿ ɩɨɬɭɠɧɿɫɬɶ ɞɥɹ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ 
NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, Ⱥ. Ɇ. Ʉɨɥɦɨɝɨɪɨɜ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜ ɜɢɜɱɚɬɢ ɭ ɲɤɿɥɶɧɨɦɭ ɤɭɪɫɿ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɣɡɭɫɿɯɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ – NL ɿɧɬɟɝɪɚɥ [1]. 
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Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿ, ɡɨɤɪɟɦɚ, ɡ 
ɜɿɞɲɭɤɚɧɧɹɦɧɟɜɿɞɨɦɨɝɨɡɚɤɨɧɭɪɭɯɭɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɨʀɬɨɱɤɢɡɚɜɿɞɨɦɨɸɲɜɢɞɤɿɫɬɸ 
ɰɿɽʀ ɬɨɱɤɢ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɪɭɯ ɬɨɱɤɢ ɧɟ ɨɛɨɜ¶ɹɡɤɨɜɨ ɩɪɹɦɨɥɿɧɿɣɧɢɣ, ɬɨ ɡɝɿɞɧɨ ɡ 
ɩɪɢɧɰɢɩɚɦɢ, ɩɨɤɥɚɞɟɧɢɦɢ ɜ ɨɫɧɨɜɭ ɦɟɬɨɞɢɱɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɚɜɱɚɧɧɹ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɝɨ ɚɧɚɥɿɡɭ ɦɚɣɛɭɬɧɿɯ ɭɱɢɬɟɥɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ [2, ɫ. 12], ɩɨɧɹɬɬɹ 
ɩɟɪɜɿɫɧɨʀ ɬɚ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɦɨɠɧɚ ɜɜɟɫɬɢ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɞɥɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɡɧɚɱɧɢɯ 
ɮɭɧɤɰɿɣɹɤɞɿɣɫɧɨʀ, ɬɚɤɿɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀɡɦɿɧɧɨʀ. ɍɦɨɜɚɥɿɧɿɣɧɨʀɡɜ¶ɹɡɧɨɫɬɿɨɛɥɚɫɬɿ 
ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹɮɭɧɤɰɿʀɝɚɪɚɧɬɭɽ, ɳɨɪɿɡɧɿɩɟɪɜɿɫɧɿɰɿɽʀɮɭɧɤɰɿʀɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬɶɫɹɥɢɲɟ 
ɫɬɚɥɢɦ ɞɨɞɚɧɤɨɦ, ɚ ɬɨɦɭ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥ, ɳɨ ɜɢɡɧɚɱɚɽɬɶɫɹ ɪɿɜɧɿɫɬɸ 
³  
b
a
aFbFdxxf )()()( , ɧɟ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɬɨɝɨ, ɹɤɭ ɫɚɦɟ ɩɟɪɜɿɫɧɭ F  ɨɛɪɚɧɨ ɞɥɹ 
ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀ f . Ɂɜɿɞɫɢɜɢɩɥɢɜɚɽɮɨɪɦɭɥɚɇɶɸɬɨɧɚ – Ʌɟɣɛɧɿɰɚɞɥɹ 
NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ: )()()( abdxxf
b
a
)) ³ , ɞɟ )  – ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɩɟɪɜɿɫɧɚ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ. 
Ȼɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨ ɡ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɢɩɥɢɜɚɸɬɶ ɣɨɝɨ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɿ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ (ɩɪɚɜɢɥɨ ɩɟɪɟɫɬɚɧɨɜɤɢ ɦɟɠ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ, ɩɪɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɡ 
ɨɞɧɚɤɨɜɢɦɢɧɢɠɧɶɨɸɬɚɜɟɪɯɧɶɨɸɦɟɠɚɦɢɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ, ɚɞɢɬɢɜɧɚɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ, 
ɩɪɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡ ɜɟɪɯɧɶɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ ɦɟɠɟɸ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ, ɚɬɚɤɨɠɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ, ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿ ɡɨɰɿɧɤɨɸɦɨɞɭɥɹ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɡ 
ɥɿɧɿɣɧɿɫɬɸ, ɡɚɦɿɧɨɸɡɦɿɧɧɨʀɬɚɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɦɱɚɫɬɢɧɚɦɢ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɢɣ ɡ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɪɿɜɧɿɫɬɸ 
³ ³  
x
a
Cdttfdxxf )()( , ɬɨɱɧɿɲɟ ³ ³ °¿
°¾
½
°¯
°®
­
 RCCdttfdxxf
x
a
:)()( , ɞɟ a  – ɮɿɤɫɨɜɚɧɚ, ɚ x  – 
ɛɿɠɭɱɚɬɨɱɤɢɡɥɿɧɿɣɧɨɡɜ¶ɹɡɧɨʀɦɧɨɠɢɧɢ E , ɧɚɹɤɿɣɮɭɧɤɰɿɹ f ɦɚɽɩɟɪɜɿɫɧɭ, ɬɨ 
ɡ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡɪɚɡɭ ɜɢɩɥɢɜɚɸɬɶ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ 
ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɚɬɚɤɨɠ ɬɚɛɥɢɰɹɨɫɧɨɜɧɢɯɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜɭ 
ɡɚɝɚɥɶɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɽ ɮɭɧɤɰɿɽɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ 
ɡɦɿɧɧɨʀ. 
ɉɿɞɤɪɟɫɥɢɦɨ, ɳɨɧɟɤɨɠɧɚɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɚɮɭɧɤɰɿɹɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀɡɦɿɧɧɨʀɦɚɽ 
ɩɟɪɜɿɫɧɭɭɫɜɨʀɣɨɛɥɚɫɬɿɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹɧɚɜɿɬɶɬɨɞɿ, ɤɨɥɢɜɨɧɚɽɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ, ɬɨɛɬɨ 
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ɦɚɽ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɭ ɩɨɯɿɞɧɭ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɮɭɧɤɰɿɹ 
z
zf 1)(   ɽ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ 
^ `0\C D , ɩɪɨɬɟɧɟɦɚɽɩɟɪɜɿɫɧɨʀɭɰɿɣɨɛɥɚɫɬɿ. Ɋɚɡɨɦɡɬɢɦɰɹɮɭɧɤɰɿɹ (ɿɛɭɞɶ-
ɹɤɚɿɧɲɚɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚɮɭɧɤɰɿɹ f ) ɦɚɽɩɟɪɜɿɫɧɭɭɛɭɞɶɹɤɿɣɨɞɧɨɡɜ¶ɹɡɧɿɣɨɛɥɚɫɬɿ, 
ɞɟ ɮɭɧɤɰɿɹ f  ɽ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ. Ɍɚɤ, ɩɟɪɜɿɫɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ 
z
zf 1)(   ɜ ɨɞɧɨɡɜ¶ɹɡɧɿɣ 
ɨɛɥɚɫɬɿ ^ `0:\1 d  xxzD C  ɽ ɮɭɧɤɰɿɹ zzF ln)(  , ɚ ɜ ɨɞɧɨɡɜ¶ɹɡɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ 
^ `0:\2 t  xxzD C ɩɟɪɜɿɫɧɨɸɮɭɧɤɰɿʀ zzf
1)(  ɽɮɭɧɤɰɿɹ )ln()( zzF  . ɍɡɜ¶ɹɡɤɭɡɰɢɦ 
ɜɚɠɥɢɜɨ ɜɤɚɡɭɜɚɬɢ ɭ ɬɚɛɥɢɰɿ ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɩɟɪɜɿɫɧɿ 
ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯɮɭɧɤɰɿɣ, ɚɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɨɞɧɨɡɜ¶ɹɡɧɿɨɛɥɚɫɬɿ, ɹɤɿɩɟɪɟɬɜɨɪɸɸɬɶɫɹ 
ɭɩɪɨɦɿɠɤɢɞɥɹɜɢɩɚɞɤɭɮɭɧɤɰɿɣɞɿɣɫɧɨʀɡɦɿɧɧɨʀ. 
Ɏɨɪɦɚɥɶɧɟ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɮɨɪɦɭɥ ɚɛɨ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ ɞɥɹ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜɦɨɠɟɩɪɢɡɜɟɫɬɢɞɨɝɪɭɛɢɯɩɨɦɢɥɨɤ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ³  Cxx
dx 1
2
, ³
 
   d
1
2
1
2
2 2
3
2
1110
xx
dx , ɬɨɛɬɨ 
2
30 d , ɳɨ 
ɧɟɦɨɠɥɢɜɨ. 
əɤɳɨ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɨɫɬɚɧɧɶɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɹ ɩɪɨɝɪɚɦɨɸ 
Gran1, ɬɨɞɿɫɬɚɧɟɦɨ: I=1.048E05. 
ɉɪɢ ɫɩɪɨɛɿ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɰɟɣ ɫɚɦɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ 
Maxima:  
(%i1) integrate(1/x^2,x,-2,1); 
ɞɿɫɬɚɧɟɦɨɬɚɤɟɩɨɜɿɞɨɦɥɟɧɧɹ: “defint: integral is divergent.” 
Ɂɚɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦɿɧɬɟɝɪɚɥɇɶɸɬɨɧɚ – Ʌɟɣɛɧɿɰɚɿɫɧɭɽɬɨɞɿɣɬɿɥɶɤɢɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ 
ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚɮɭɧɤɰɿɹɦɚɽɩɟɪɜɿɫɧɭɭɡɚɞɚɧɿɣɨɛɥɚɫɬɿ E , ɞɨɹɤɨʀɧɚɥɟɠɚɬɶɦɟɠɿ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. Ɂɚɝɚɥɶɧɚ ɬɟɨɪɿɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɞɚɽ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ ɧɚ 
ɩɢɬɚɧɧɹ, ɤɨɥɢɮɭɧɤɰɿɹ f ɦɚɽɩɟɪɜɿɫɧɭɜɨɛɥɚɫɬɿ E : ɧɟɨɛɯɿɞɧɨɸɭɦɨɜɨɸɰɶɨɝɨɽ 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿɫɬɶ (ɬɨɛɬɨ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀɩɨɯɿɞɧɨʀ) ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɨɛɥɚɫɬɿ E  ɿɰɹ 
ɭɦɨɜɚɽɞɨɫɬɚɬɧɶɨɸɭɜɢɩɚɞɤɭɨɞɧɨɡɜ¶ɹɡɧɨʀɨɛɥɚɫɬɿ E . Ɋɚɡɨɦɡɬɢɦɞɥɹɮɭɧɤɰɿɣ 
ɞɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ (ɧɚɜɿɬɶɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɡɧɚɱɧɢɯ) ɭɦɨɜɢ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹɩɟɪɜɿɫɧɨʀ ɧɟɬɚɤɿ 
ɠɨɪɫɬɤɿ: ɞɨɫɬɚɬɧɶɨ ɜɢɦɚɝɚɬɢ, ɳɨɛ ɮɭɧɤɰɿɹ ɛɭɥɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɸ ɧɚ ɡɚɞɚɧɨɦɭ 
ɩɪɨɦɿɠɤɭ, ɚɧɚɜɟɞɟɧɿɜɢɳɟɩɪɢɤɥɚɞɢɞɨɜɨɞɹɬɶ, ɳɨɜɡɚɝɚɥɶɧɨɦɭɜɢɩɚɞɤɭɭɦɨɜɭ 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɫɬɿɩɨɫɥɚɛɢɬɢɧɟɦɨɠɧɚ. 
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Ⱦɥɹɞɨɜɟɞɟɧɧɹ NL ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀɡɪɭɱɧɨɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢ 
ɬɚɤ ɡɜɚɧɿ ɥɚɦɚɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ f , ɳɨ ɧɚɛɭɜɚɸɬɶ ɡɧɚɱɟɧɶ )( kxf  ɭ ɡɚɞɚɧɢɯ ɬɨɱɤɚɯ 
];[ baxk  : bxxxxxa nkk    ...... 110 , ɚɧɚɤɨɠɧɨɦɭɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ 1kk xx  )(xf ɥɿɧɿɣɧɨ 
ɡɦɿɧɸɽɬɶɫɹɜɿɞ )( kxf ɞɨ )( 1kxf , ɬɨɛɬɨɭɜɢɩɚɞɤɭɞɿɣɫɧɢɯɡɧɚɱɟɧɶ )( kxf  ɝɪɚɮɿɤɨɦ 
ɮɭɧɤɰɿʀ f ɽɥɚɦɚɧɚɡɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ))(,( kk xfx , nk ,...,1,0  (Ɋɢɫ. 1). 
 
Ɋɢɫ. 1. 
Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɦɿɪɤɭɜɚɧɶ ɥɟɝɤɨ ɩɟɪɟɤɨɧɚɬɢɫɹ, ɳɨ ɪɨɥɶ 
ɩɟɪɜɿɫɧɨʀɞɥɹɥɚɦɚɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀ f ɜɿɞɿɝɪɚɽɮɭɧɤɰɿɹ 
))(()((
2
1)))(()((
2
1)( 11
1
0
kkiii
k
i
i xxxfxfxxxfxfxS  

 
¦ , ];[ 1 kk xxx , 1,...,1,0  nk . 
Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨ )(xS ɽɩɥɨɳɟɸɡɚɲɬɪɢɯɨɜɚɧɨɝɨɧɚɊɢɫ. 1 ɦɧɨɝɨɤɭɬɧɢɤɚɭɜɢɩɚɞɤɭ 
0)( txf , ];[ bax . 
NL ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɿɫɬɶ ɞɨɜɿɥɶɧɨʀ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ )(xf , ];[ bax , ɜɢɩɥɢɜɚɽ ɡ 
ɬɨɝɨ, ɳɨɞɥɹ ɤɨɠɧɨʀ ɬɚɤɨʀɮɭɧɤɰɿʀ ɿɫɧɭɽɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬɶ )(xfn  ɥɚɦɚɧɢɯɮɭɧɤɰɿɣ, 
ɹɤɚ ɪɿɜɧɨɦɿɪɧɨ ɡɛɿɝɚɽɬɶɫɹ ɞɨ )(xf  ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ba , ɳɨ ɝɚɪɚɧɬɭɽ ɡɛɿɠɧɿɫɬɶ 
ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ )(xFn  – ɩɟɪɜɿɫɧɢɯɮɭɧɤɰɿɣ )(xfn ɞɨɮɭɧɤɰɿʀ )(xF , ɹɤɚɽɩɟɪɜɿɫɧɨɸ 
ɮɭɧɤɰɿʀ )(xf . ɉɪɢɰɶɨɦɭ ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 0)( txf  ɪɿɡɧɢɰɸ ³ 
b
a
dxxfaFbF )()()(  ɩɪɢɪɨɞɧɨ 
ɧɚɡɜɚɬɢɩɥɨɳɟɸɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨʀɬɪɚɩɟɰɿʀ, ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɝɪɚɮɿɤɨɦɮɭɧɤɰɿʀ f , ɜɿɫɫɸ 
OX ɿɩɪɹɦɢɦɢ ax  ɬɚ bx  . 
ɍ ɰɶɨɦɭ ɩɨɥɹɝɚɽ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɿ ɧɚ ɰɶɨɦɭ ʉɪɭɧɬɭ-
ɽɬɶɫɹɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹɩɪɨɝɪɚɦɧɨɝɨɡɚɫɨɛɭ Gran1 ɞɥɹɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ NL ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ³

S
S 2/
sin dxxx ɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸ Gran1 
ɬɚɿɥɸɫɬɪɚɰɿɹɣɨɝɨɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨɡɦɿɫɬɭ (ɪɢɫ. 2) ɜɢɝɥɹɞɚɸɬɶɬɚɤ. 
6 
 
Ɋɢɫ. 2. 
Ɂɚɞɚɱɚ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɮɚɤɬɢɱɧɨ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ 
ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɨɞɧɿɽʀ ɩɟɪɜɿɫɧɨʀ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ f . Ɋɨɥɶ ɰɿɽʀ ɩɟɪɜɿɫɧɨʀ 
ɦɨɠɟɜɿɞɿɝɪɚɜɚɬɢɿɧɬɟɝɪɚɥɇɶɸɬɨɧɚ – Ʌɟɣɛɧɿɰɚ ³ )
x
a
dttfx )()( ɡɜɟɪɯɧɶɨɸɡɦɿɧɧɨɸ 
ɦɟɠɟɸɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ. ɋɚɦɟɬɨɦɭɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸɿɫɧɭɸɱɢɯɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯɡɚɫɨɛɿɜ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɨɬɪɢɦɭɽɬɶɫɹ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ ɧɚ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚɭɜɢɝɥɹɞɿɨɞɧɿɽʀɮɭɧɤɰɿʀɛɟɡɫɬɚɥɨɝɨɞɨɞɚɧɤɚ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ³ dxxx sin  ɡɚ 
ɩɪɨɝɪɚɦɨɸ MathCAD ɜɢɜɨɞɢɬɶɫɹɜɬɚɤɨɦɭɜɢɝɥɹɞɿ. 
)cos()sin(dx)sin( xxxxx o³  
Ɍɪɚɞɢɰɿɣɧɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɸ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɮɭɧɤɰɿɣ ɪɿɡɧɢɯ ɤɥɚɫɿɜ 
ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ ɿ ɞɟɹɤɢɯ ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɬɚ ɬɪɚɧɫɰɟɧɞɟɧɬɧɢɯ) 
ɩɪɢɞɿɥɹɸɬɶɞɨɫɢɬɶɡɧɚɱɧɭɭɜɚɝɭ. Ɉɫɤɿɥɶɤɢɬɚɤɿɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɭɛɚɝɚɬɶɨɯɜɢɩɚɞɤɚɯ 
ɽ ɞɨɫɢɬɶ ɝɪɨɦɿɡɞɤɢɦɢ, ɬɨ ɪɨɡɜ¶ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɧɚɜɿɬɶ ɿɥɸɫɬɪɚɬɢɜɧɢɯ ɩɪɢɤɥɚɞɿɜ 
ɜɢɦɚɝɚɽ ɛɚɝɚɬɨ ɱɚɫɭ. Ɍɨɦɭ ɨɫɧɨɜɧɭ ɭɜɚɝɭ ɫɥɿɞ ɡɜɟɪɧɭɬɢ ɧɚ ɡɚɝɚɥɶɧɿ ɩɪɚɜɢɥɚ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
Ɍɚɤ, ɩɿɫɥɹɜɜɟɞɟɧɧɹɩɨɧɹɬɬɹɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɨɝɨɞɪɨɛɭ ɿɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹɦɟɬɨɞɿɜ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɟɪɜɿɫɧɨʀ ɞɨɜɿɥɶɧɨɝɨ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɦɨɠɧɚ ɫɮɨɪɦɭɥɸɜɚɬɢ 
ɩɪɚɜɢɥɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɞɨɜɿɥɶɧɨʀ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
)(/)()( zQzPzf  : 
ȱɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
Ɂɧɚɱɟɧɧɹɿɧɬɟɝɪɚɥɚ: 
Y(X)=x*sin(x) 
A=-1.5707963267949, 
B=3.14159265358979, 
I=4.142 
_____________________ 
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1. əɤɳɨ ɞɪɿɛ )(/)( zQzP  ɧɟɩɪɚɜɢɥɶɧɢɣ, ɬɨ ɲɥɹɯɨɦ ɞɿɥɟɧɧɹ )(zP  ɧɚ )(zQ  
ɜɢɞɿɥɢɬɢ ɰɿɥɭ ɱɚɫɬɢɧɭ )(zR  – ɞɟɹɤɢɣ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ ɿ ɞɪɨɛɨɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ 
)(/)( 11 zQzP  – ɩɪɚɜɢɥɶɧɢɣɞɪɿɛ. 
2. Ɋɨɡɤɥɚɫɬɢ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ )(1 zQ  ɧɚ ɦɧɨɠɧɢɤɢ ɜɢɝɥɹɞɭ kvkcz )(  , ɞɟ kc  – 
ɩɨɩɚɪɧɨɪɿɡɧɿɤɨɪɟɧɿɤɪɚɬɧɨɫɬɿ kv ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚ )(1 zQ . 
3. Ʉɨɠɧɨɦɭɦɧɨɠɧɢɤɭ kvkcz )(  ɩɨɫɬɚɜɢɬɢɭɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶɫɭɦɭ ¦
 
kv
i
i
k
k
i
cz
A
1
)(
)(
, 
nk ,1 . 
4. Ɂɚɩɢɫɚɬɢɪɿɜɧɿɫɬɶ ¦¦
  
 
n
k
v
i
i
k
k
i
k
cz
A
zQ
zP
1 1
)(
1
1
)()(
)( . 
5. Ɂɜɟɫɬɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɨɫɬɚɧɧɶɨʀ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɞɨ ɫɩɿɥɶɧɨɝɨ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ ɿ 
ɩɪɢɪɿɜɧɹɬɢɱɢɫɟɥɶɧɢɤɡɧɚɣɞɟɧɨɝɨɞɪɨɛɭɞɨ )(1 zP . 
6. ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢɭɦɨɜɢɪɿɜɧɨɫɬɿɦɧɨɝɨɱɥɟɧɿɜ, ɨɛɱɢɫɥɢɬɢɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɿ 
ɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬɢ )(kiA . 
7. ɉɿɞɫɬɚɜɢɬɢ ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬɢ )(kiA  ɭ ɪɿɜɧɿɫɬɶ 4 ɬɚ ɩɪɨɿɧɬɟɝɪɭɜɚɬɢ 
ɪɿɜɧɿɫɬɶ 
)(
)(
)()(
1
1
zQ
zP
zRzf  : ³ ³ ¦ ³¦
  
 
n
k
i
k
v
i
k
i cz
dzAdzzRdzzf
k
1 1
)(
)(
)()( . 
8. əɤɳɨ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ 
)(
)()(
zQ
zPzf   ɭɫɿ ɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬɢ )(zP  ɬɚ )(zQ  ɞɿɣɫɧɿ, ɬɨ 
ɦɨɠɧɚ ɩɨɡɛɭɬɢɫɹ ɭɹɜɧɢɯ ɜɢɪɚɡɿɜ ɲɥɹɯɨɦ ɡɞɿɣɫɧɟɧɧɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɶ 
ɤɨɠɧɨʀ ɩɚɪɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ³  ikcz
dt
)(
 ɿ ³  ikcz
dt
)(
, ɳɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬɶ ɩɚɪɿ 
ɜɡɚɽɦɧɨɫɩɪɹɠɟɧɢɯɤɨɪɟɧɿɜ kc ɿ kc . 
Ⱦɥɹ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɰɶɨɝɨ ɩɪɚɜɢɥɚ ɦɨɠɧɚ ɡɚɞɿɹɬɢ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɿ ɡɚɫɨɛɢ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ Maxima. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸ Maxima ɿɧɬɟɝɪɚɥ ³ 
 dz
zz
zz
24
4 1 ɡɝɿɞɧɨɡɧɚɜɟɞɟɧɢɦ 
ɜɢɳɟɚɥɝɨɪɢɬɦɨɦ. 
1. ȼɢɞɿɥɹɽɦɨɰɿɥɭɱɚɫɬɢɧɭ: 
(%i1) divide(z^4-z-1,z^4+z^2); 
(%o1) ]1,1[
2  zz  
8 
Ɍɚɤɢɦɱɢɧɨɦ, 24
2
24
4 111
zz
zz
zz
zz

 

 . 
2. Ɋɨɡɤɥɚɞɚɽɦɨɧɚɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɦɧɨɠɧɢɤɢɦɧɨɝɨɱɥɟɧ 24 zz  : 
(%i2) gfactor(z^4+z^2); 
(%o2) )%)(%(2 izizz   
3, 4. Ɂɚɩɢɲɟɦɨɮɨɪɦɚɥɶɧɢɣɪɨɡɤɥɚɞ: 
(%i3) A1/z^2+A2/z+A3/(z-%i)+A4/(z+%i)=(z^2+z+1)/z^2/(z-%i)/(z+%i); 
(%o3) 
)%)(%(
1
%
4
%
321
2
2
2 izizz
zz
iz
A
iz
A
z
A
z
A

 



  
5. Ɂɜɟɞɟɦɨ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɨɫɬɚɧɧɶɨʀ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɞɨ ɫɩɿɥɶɧɨɝɨ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ ɿ 
ɩɪɢɪɿɜɧɹɽɦɨɱɢɫɟɥɶɧɢɤɢ: 
(%i4) multthru(z^2*(z-%i)*(z+%i),%o3); 
(%o5) 11)%)(%(2)%)(%(3)%(4)%( 222   zzAizizAizizzAizzAizz  
6. Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬɢ, ɩɨɤɥɚɞɚɸɱɢ ɜ ɨɫɬɚɧɧɿɣ ɪɿɜɧɨɫɬɿ 
0 z , iz  , iz  ɬɚ 1 z ɿɪɨɡɜ¶ɹɡɭɸɱɢɜɿɞɩɨɜɿɞɧɭɫɢɫɬɟɦɭɪɿɜɧɹɧɶ: 
(%i6) solve([ev(%o5,z=0),ev(%o5,z=%i),ev(%o5,z=-%i),ev(%o5,z=1)]); 
(%o7) ]]11,
2
13,
2
14,12[[     AAAA  
7. ɉɨɞɚɦɨ ɡɚɞɚɧɭ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ 24
4 1)(
zz
zzzf

  ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɫɭɦɢ 
ɰɿɥɨʀɱɚɫɬɢɧɢɬɚɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɯɞɪɨɛɿɜɿɩɪɨɿɧɬɟɝɪɭɽɦɨʀʀ: 
(%i8) f:1-lhs(%o3),%o7; 
(%o8) 111
)%(2
1
)%(2
1
2 

 zziziz
 
(%i9) integrate(%,z); 
(%o9) 
z
zziziz 1)log(
2
)%log(
2
)%log(   
ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ, ɳɨɜ Maxima ɱɟɪɟɡ log ɩɨɡɧɚɱɚɽɬɶɫɹɧɚɬɭɪɚɥɶɧɢɣɥɨɝɚɪɢɮɦ, 
ɡɚɩɢɲɟɦɨɜɿɞɩɨɜɿɞɶ:  
C
z
zzizizdz
zz
zz  

³ 1ln2
)ln(
2
)ln(1
24
4
, CC , 
ɩɪɢɱɨɦɭ })0:{}0:{}0:({ d d d  xizzxizzxzz\z C  (ɪɢɫ. 3), ɩɪɨɬɟ ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ 
ɨɫɬɚɧɧɽɦɨɠɧɚɥɢɲɟɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɯɦɿɪɤɭɜɚɧɶ, ɚɧɟɋɄɆ [4]. 
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Ɋɢɫ. 3. 
8. Ɉɫɤɿɥɶɤɢɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬɢɱɢɫɟɥɶɧɢɤɚɿɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀ 
ɞɿɣɫɧɿ, ɬɨ ɜ ʀʀ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɦɭ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿ ɦɨɠɧɚ ɩɨɡɛɭɬɢɫɹ ɭɹɜɧɢɯ ɜɢɪɚɡɿɜ. ɍ 
ɞɚɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɫɭɦɭ ɞɜɨɯ ɥɨɝɚɪɢɮɦɿɜ, ɹɤɿ ɦɿɫɬɹɬɶ ɭɹɜɧɿ ɜɢɪɚɡɢ. 
Ɏɨɪɦɚɥɶɧɨɰɟɦɨɠɧɚɡɪɨɛɢɬɢɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸ Maxima: 
(%i10) logcontract(log(z+%i)+log(z-%i)),expand; 
(%o10) )1log( 2 z  
ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ ɧɚɛɭɞɟ ɜɢɝɥɹɞɭ: C
z
zzzdz
zz
zz  

³ 1ln)1ln(2
11 2
24
4
 ɿ ɰɹ 
ɪɿɜɧɿɫɬɶɛɭɞɟɩɪɚɜɢɥɶɧɨɸɞɥɹ })1||ɞɟ,:{}0:({ t d  yiyzzxzz\z C  (ɪɢɫ. 4). 
 
Ɋɢɫ. 4. 
Ɇɟɬɨɞɢ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɞɟɹɤɢɯ ɤɥɚɫɿɜ ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɬɚ 
ɬɪɚɧɫɰɟɧɞɟɧɬɧɢɯɮɭɧɤɰɿɣɞɨɰɿɥɶɧɨɩɨɞɚɬɢɭɜɢɝɥɹɞɿɬɚɛɥɢɰɶ 1 ɬɚ 2. 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 1 
Ɏɭɧɤɰɿɹ Ⱦɨɞɚɬɤɨɜɿɭɦɨɜɢ Ɇɨɠɥɢɜɢɣɦɟɬɨɞɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
),...,,()( 21 ruuuRxf  , 
k
k
n
m
k dcx
baxu ¸
¹
·¨
©
§

 , rk ,...,2,1  
0z bcad , Zkm , Nkn  
rk ,...,2,1   
ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚ: pt
dcx
bax  
 , ɞɟ 
),...,,ɇɋɄ( 21 rnnnp   
pnm bxaxxf )()(   0zab , m , n ɿ Qp . 
Ɏɭɧɤɰɿɹ f  
ɿɧɬɟɝɪɭɽɬɶɫɹɜ 
ɫɤɿɧɱɟɧɧɨɦɭɜɢɝɥɹɞɿ 
ɬɨɞɿɣɬɿɥɶɤɢɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ 
ɜɢɤɨɧɭɽɬɶɫɹɯɨɱɚɛ 
ɨɞɧɚɡɭɦɨɜ: 1) Zp , 2) 
ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢɑɟɛɢɲɨɜɚ: 
1) ktx  , ɞɟ k  – ɫɩɿɥɶɧɢɣ 
ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ m ɿ n ;  
2) sn tbxa   , ɞɟ s  – ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ 
p ; 
3) nsn xtbxa   , ɞɟ s  – 
ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ p ; 
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Z
n
m 1 ɚɛɨ 
3) Z p
n
m 1  
),()( 2 cbxaxxRxf   0za , 042 z acb ɬɚɿɫɧɭɽ 
ɿɧɬɟɪɜɚɥ );( ED , ɞɥɹ 
ɹɤɨɝɨ 02 ! cbxax , ɤɨɥɢ 
);( EDx  
ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢȿɣɥɟɪɚ: 
1) xatcbxax  2 , ɤɨɥɢ 0!a ; 
2) cxtcbxax  2 , ɤɨɥɢ 0a  
ɿ 0!c ; 
3) )( 02 xxtcbxax   , ɤɨɥɢ 0x  – 
ɨɞɢɧɡɞɿɣɫɧɢɯɤɨɪɟɧɿɜ 
ɬɪɢɱɥɟɧɚ cbxax 2 ; 
 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 2 
Ɏɭɧɤɰɿɹ Ⱦɨɞɚɬɤɨɜɿɭɦɨɜɢ Ɇɨɠɥɢɜɢɣɦɟɬɨɞɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
)(xP  – ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ, )(xM  – 
ɰɟ axe ɚɛɨ axcos , ɚɛɨ axsin  
ȱɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɱɚɫɬɢɧɚɦɢ: 
)(xPu  , dxxdv )(M  
)()()( xxPxf M  
)(xP  – ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ, )(xM  – 
ɰɟ xln ɚɛɨ axarcsin , ɚɛɨ 
axarccos , ɚɛɨ axarctg , ɚɛɨ 
axarcctg  
ȱɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɱɚɫɬɢɧɚɦɢ: 
)(xPu  , dxxdv )(M  
)()( axeRxf   0za  ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚ: teax   
  )cos,(sin)( axaxRxf  
)
2
(tg1
axR  
0za  ɍɧɿɜɟɪɫɚɥɶɧɚɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚ: 
tax  
2
tg  
)cos,(sin)( axaxRxf   ),(),( vuRvuR   , 0za  ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚ: tax  cos  
)cos,(sin)( axaxRxf   ),(),( vuRvuR   , 0za  ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚ: tax  sin  
)cos,(sin)( axaxRxf   ),(),( vuRvuR   , 0za  ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ: tax  tg ɚɛɨ tax  ctg  
)cos,sin)( xxxf PQ  Q ɿ P ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɿ, ɚɥɟɧɟ 
ɽɨɞɧɨɱɚɫɧɨɰɿɥɢɦɢ 
ɉɿɞɫɬɚɧɨɜɤɚ: tx  2sin  
)()()( xxxf ED  )(xD  – ɰɟ axcos ɚɛɨ axsin  
)(xE  – ɰɟ bxcos ɚɛɨ bxsin , 
0za , 0zb  
ɉɟɪɟɬɜɨɪɢɬɢɞɨɛɭɬɨɤ )()( xx ED ɧɚ 
ɫɭɦɭ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
 xbabxax )(sin(
2
1cossin  ))sin( xba  ɿ 
ɬ. ɿɧ. 
)()()( xxxf ED  )(xD  – ɰɟ axe , )(xE  – ɰɟ 
bxcos ɚɛɨ bxsin , 0za , 0zb  
Ⱦɜɿɱɿɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
ɱɚɫɬɢɧɚɦɢ, ɤɨɠɧɨɝɨɪɚɡɭ 
ɩɨɡɧɚɱɚɸɱɢ axeu   
 
Ɂɜɟɪɬɚɸɱɢ ɭɜɚɝɭ ɧɚ ɩɪɨɛɥɟɦɭ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɭ ɫɤɿɧɱɟɧɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ, 
ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɩɿɞɤɪɟɫɥɢɬɢ, ɳɨ ɭ ɫɭɱɚɫɧɿɣ ɦɚɬɟɦɚɬɢɰɿ ɧɟɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ (ɚ ʀɯ 
ɡɧɚɱɧɨ ɛɿɥɶɲɟ, ɧɿɠ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɯ) ɜɿɞɿɝɪɚɸɬɶ ɧɚɞɡɜɢɱɚɣɧɨ ɜɚɠɥɢɜɭ ɪɨɥɶ, ɚ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɭɱɚɫɧɢɯ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɜɡɚɝɚɥɿ ɧɿɜɟɥɸɽ 
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ɜɿɞɦɿɧɧɨɫɬɿɦɿɠɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɦɢɬɚɧɟɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɦɢɮɭɧɤɰɿɹɦɢ, ɨɫɤɿɥɶɤɢɡɚ ʀɯ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸɦɨɠɧɚɲɜɢɞɤɨ ɿ ɥɟɝɤɨɨɩɟɪɭɜɚɬɢ ɹɤ ɿɡ ɡɜɢɱɚɣɧɢɦ ɫɢɧɭɫɨɦ, ɬɚɤ ɿ ɡ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɦ, ɹɤɡɮɚɤɬɨɪɿɚɥɚɦɢ, ɬɚɤɿɡɝɚɦɚɮɭɧɤɰɿɽɸ, ɹɤɡɟɤɫɩɨɧɟɧɬɨɸ, ɬɚɤɿ 
ɡɮɭɧɤɰɿɽɸɅɚɩɥɚɫɚɬɨɳɨ. 
ɉɪɨɿɥɸɫɬɪɭɽɦɨɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹɋɄɆ Maxima ɩɪɢ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɿ 
ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯɮɭɧɤɰɿɣ. Ⱦɨɫɢɬɶɲɢɪɨɤɢɣɩɿɞɤɥɚɫ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜɦɨɠɧɚɨɛɱɢɫɥɢɬɢ 
ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨɡɚɤɨɦɚɧɞɨɸ integrate. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, 
(%i1) 'integrate(sqrt(x)/(2+sqrt(x)),x); 
(%o1) ³  dxx
x
2
 
(%i2) %,nouns; 
(%o2) )2log(8)2()2(8 2  xxx  
Ɋɚɡɨɦ ɡ ɬɢɦ ɱɚɫɬɨ ɩɨɞɿɛɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɧɟ 
ɜɞɚɽɬɶɫɹ: 
(%i3) integrate(((x+1)^2/(x-1)^5)^(1/3),x); 
(%o3) ³ 
 dx
x
x
3/5
3/2
)1(
)1(  
ɍɬɚɤɨɦɭɜɢɩɚɞɤɭɞɨɰɿɥɶɧɨɡɪɨɛɢɬɢɡɚɦɿɧɭɡɦɿɧɧɨʀ: 
(%i4) changevar(%,(x+1)/(x-1)=t^3,t,x); 
(%o4) dt
t
t³  13 3
4
 
(%i5) %,nouns,expand; 
(%o5) 
2
3)1log(
3
1
3
2atan3
2
)1log( 22 ttttt ¸¸¹
·
¨¨©
§   
ɉɨɜɟɪɧɟɦɨɫɶɞɨɩɨɩɟɪɟɞɧɶɨʀɡɦɿɧɧɨʀ: 
(%i6) %,t=((x+1)/(x-1))^(1/3); 
(%o6) 3/2
3/2
3/1
3/1
3/1
3/13/1
3/1
3/2
3/2
)1(2
)1(31
)1(
)1(log
3
1
)1(3
)1(2atan3
2
1
)1(
)1(
)1(
)1(log

¸¸¹
·
¨¨©
§


¸¸¹
·
¨¨©
§



¸¸¹
·
¨¨©
§





x
x
x
x
x
xx
x
x
x
 
Ɇɟɬɨɞ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɚɦɢ ɦɨɠɧɚ ɪɟɚɥɿɡɭɜɚɬɢ ɭ ɫɢɫɬɟɦɿ Maxima ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸɤɨɦɚɧɞɢ 
byparts1(x,u,dv):=(dv:integrate(dv,x),u*dv-’integrate(dv*rat(diff(u,x)),x)), 
ɹɤɭɞɨɰɿɥɶɧɨɡɛɟɪɟɝɬɢɭɮɚɣɥɿ bypart1.mac ɞɥɹɩɨɞɚɥɶɲɨɝɨɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ.  
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ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɫɩɪɨɛɭɽɦɨɨɛɱɢɫɥɢɬɢɿɧɬɟɝɪɚɥ 
(%i7) 'integrate(log(x+sqrt(1+x^2)),x); 
(%o7) ³  dxxx )1log( 2  
(%i8) %,nouns; 
(%o8) xxxxxdx
xxx
x 

 ³ )atan()1log()1(
2
32/32  
Ɂɪɨɡɭɦɿɥɨ, ɳɨɬɚɤɚɜɿɞɩɨɜɿɞɶɧɟɤɨɪɟɤɬɧɚ. Ɂɚɫɬɨɫɭɽɦɨɬɟɩɟɪɦɟɬɨɞɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
ɱɚɫɬɢɧɚɦɢ: 
(%i9) load(bypart1)$ 
(%i10) byparts1(x,log(x+sqrt(1+x^2)),1); 
(%o10) ³  dxx
xxxx
1
)1log(
2
2  
(%i11) %,nouns; 
(%o11) 1)1log( 22  xxxx  
ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɋɄɆ MathCAD ɧɚɞɚɽ ɞɟɳɨ ɫɤɪɨɦɧɿɲɿ ɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ, ɧɿɠ ɫɢɫɬɟɦɢ Maxima. Ɍɨɦɭ ɞɥɹ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɫɤɥɚɞɧɿɲɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɞɨɜɨɞɢɬɶɫɹ ɱɚɫɬɿɲɟ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɦɟɬɨɞ 
ɡɚɦɿɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ, ɹɤɪɟɚɥɿɡɭɜɚɬɢɰɟɣɦɟɬɨɞɧɚɩɪɢɤɥɚɞɿ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ dxxx arctg³ . 
1. Ɂɚɞɚɽɦɨɮɭɧɤɰɿɸ, ɹɤɭɩɨɬɪɿɛɧɨɩɪɨɿɧɬɟɝɪɭɜɚɬɢ: 
xxxf atan:)(  . 
2. Ɂɚɞɚɽɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ )(tx = g , ɜɜɨɞɹɱɢ ɧɨɜɭ ɡɦɿɧɧɭ, ɬɚ ɨɛɟɪɧɟɧɭ ɞɨ ɧɟʀ 
ɮɭɧɤɰɿɸ )(xht  . ɉɪɢ ɜɿɞɲɭɤɚɧɧɿ ɰɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɦɨɠɧɚ ɧɚ ɨɤɪɟɦɨɦɭ ɪɨɛɨɱɨɦɭ 
ɚɪɤɭɲɿɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɹɤɨɦɚɧɞɨɸ solve. 
2:)( ttg    xxh  :)( . 
3. Ɉɤɪɟɦɨ ɨɛɱɢɫɥɸɽɦɨ ɧɨɜɭ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ )(1 tf . ɐɟ ɪɨɛɢɬɶɫɹ 
ɞɥɹɬɨɝɨ, ɳɨɛɩɨɛɚɱɢɬɢʀʀ, ɚɨɫɧɨɜɧɟ – ɳɨɛɫɩɪɨɫɬɢɬɢɩɟɪɟɞɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɦ. Ȼɟɡ 
ɫɩɪɨɳɭɜɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɡɚɡɜɢɱɚɣ ɧɟ ɨɛɱɢɫɥɸɽɬɶɫɹ. Ʉɪɿɦ ɤɨɦɚɧɞɢ simplify ɞɥɹ 
ɛɿɥɶɲɨɝɨ ɫɩɪɨɳɟɧɧɹ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɡɚɞɚɜɚɬɢ ɩɟɜɧɿ ɨɛɦɟɠɟɧɧɹ ɧɚ ɡɦɿɧɧɭ ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɨɦɚɧɞɢ assume. ɓɨɛ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɡɚɞɚɬɢ ɞɜɿ ɤɨɦɚɧɞɢ, ʀɯ ɜɜɨɞɹɬɶ 
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ɨɞɧɭɡɚɨɞɧɨɸ, ɜɢɛɢɪɚɸɱɢɡɫɢɦɜɨɥɶɧɨʀɩɚɧɟɥɿ, ɚɛɨɤɨɦɛɿɧɚɰɿɽɸɤɥɚɜɿɲ Ctrl + 
Shift +  .  ɿɜɩɢɫɭɸɱɢɜɩɨɪɨɠɧɿɤɜɚɞɪɚɬɢɤɢɩɨɬɪɿɛɧɿɫɥɨɜɚ. 
)atan(2)())((:)(1 20,assumesimplify tttgdt
dtgftf t o ! . 
4. Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨɩɟɪɜɿɫɧɭ )(tG ɜɿɞɧɨɫɧɨɧɨɜɨʀɡɦɿɧɧɨʀ t  ɿɫɩɪɨɳɭɽɦɨʀʀ: 
3
)atan(2
33
)1ln()(1:)(
3220,assume
simplify
ttttdttftG
t o 
!
³ . 
5. ɉɨɜɟɪɬɚɽɦɨɫɶɞɨɩɨɩɟɪɟɞɧɶɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ x  ɿ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨɲɭɤɚɧɭɩɟɪɜɿɫɧɭ 
)(xF : 
3
)atan(2
33
)1ln(simplify))((:)(
2
3
xxxxxhGxF o . 
Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ ɦɨɠɧɚ ɫɬɜɨɪɢɬɢ ɪɨɛɨɱɢɣ ɚɪɤɭɲ ɞɥɹ ɪɟɚɥɿɡɚɰɿʀ ɦɟɬɨɞɭ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɱɚɫɬɢɧɚɦɢ.  
Ⱦɨɏȱɏɫɬɨɥɿɬɬɿɨɫɧɨɜɧɨɸɮɨɪɦɭɥɨɸɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɿɧɬɟɝɪɚɥɚɛɭɥɚɮɨɪɦɭɥɚ 
ɇɶɸɬɨɧɚ – Ʌɟɣɛɧɿɰɚ, ɬɨɛɬɨɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ³
b
a
dxxf )( ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢɩɨɫɭɬɿɪɨɡɭɦɿɥɢ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɇɶɸɬɨɧɚ – Ʌɟɣɛɧɿɰɚ. ɍ 1823 ɪɨɰɿɈ. Ʉɨɲɿɜɢɹɜɢɜ, ɳɨɞɥɹɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ )(xf , ];[ bax , ɿɧɬɟɝɪɚɥ ³
b
a
dxxf )(  ɦɨɠɧɚ ɹɤ ɡɚɜɝɨɞɧɨ ɞɨɛɪɟ ɧɚɛɥɢɡɢɬɢ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɦɢ ɫɭɦɚɦɢ ɜɢɝɥɹɞɭ ¦

 

1
0
)(
n
k
k
n
abaf
n
ab , ɬɨɛɬɨ 
¦³

 fo
 
1
0
)(lim)(
n
k
b
a
n
k
n
abaf
n
abdxxf  ɿ ɨɫɬɚɧɧɸ ɪɿɜɧɿɫɬɶ ɦɨɠɧɚ ɜɜɚɠɚɬɢ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ³
b
a
dxxf )( ɞɥɹɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀ )(xf , ];[ bax . 
ɍ 1853 ɪɨɰɿȻ. Ɋɿɦɚɧɭɡɚɝɚɥɶɧɢɜ ɿɞɟɸɈ. Ʉɨɲɿ ɿ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜɨɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ³
b
a
dxxf )(  ɹɤ ɝɪɚɧɢɰɿ ɡɚɝɚɥɶɧɿɲɨʀ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ ɜɢɝɥɹɞɭ ¦

 
'
1
0
* )(
n
k
kk xxf , 
ɞɟ bxxxxxa nkk    ...... 110 , kkk xxx  ' 1 , ];[ 1*  kkk xxx ɿ 0max 10 o'dd knk x . Ȼ. Ɋɿɦɚɧɬɚ 
ɿɧɲɿ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɞɨɫɥɿɞɢɥɢ ɩɢɬɚɧɧɹ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ (ɹɤɢɣ ɧɚ ɱɟɫɬɶ 
Ȼ. Ɋɿɦɚɧɚ ɡɚɪɚɡ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ Ɋɿɦɚɧɚ ɚɛɨ R -ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ) ɿ ɜɢɹɜɢɥɨɫɶ, 
ɳɨ ɭɦɨɜɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɫɬɿ ɡɨɜɫɿɦ ɧɟ ɽ ɨɛɨɜ¶ɹɡɤɨɜɨɸ ɞɥɹ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
ȼɚɠɥɢɜɨ ɥɢɲɟ, ɳɨɛ ɮɭɧɤɰɿɹ f  ɛɭɥɚ ɨɛɦɟɠɟɧɨɸ ɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ba , ɚ ɬɨɱɤɢ 
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ɪɨɡɪɢɜɭ ɰɿɽʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɨɠɧɚ ɛɭɥɨ ɩɨɤɪɢɬɢ ɫɤɿɧɱɟɧɧɨɸ ɚɛɨ ɡɱɢɫɥɟɧɧɨɸ 
ɤɿɥɶɤɿɫɬɸɿɧɬɟɪɜɚɥɿɜ, ɫɭɦɚɞɨɜɠɢɧɹɤɢɯɽɹɤɡɚɜɝɨɞɧɨɦɚɥɨɸ. Ⱥ. Ʌɟɛɟɝɞɨɜɿɜ, ɳɨ 
ɰɿɭɦɨɜɢɽɧɟɨɛɯɿɞɧɢɦɢɿɞɨɫɬɚɬɧɿɦɢɞɥɹɿɫɧɭɜɚɧɧɹ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
Ɍɚɤɨɠ ɜɢɹɜɥɹɽɬɶɫɹ, ɳɨ ɡɚɝɚɥɶɧɚ ɬɟɨɪɿɹ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɧɟ ɽ ɧɚɛɚɝɚɬɨ 
ɫɤɥɚɞɧɿɲɨɸ ɡɚ ɬɟɨɪɿɸ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɿɞ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɍɨɦɭ ɤɭɪɫ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɥɹ ɦɚɣɛɭɬɧɿɯ ɜɱɢɬɟɥɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɩɨɜɢɧɟɧ ɛɭɬɢ 
ɛɥɢɡɶɤɢɦ ɞɨ ɫɭɱɚɫɧɨʀ ɬɟɨɪɿʀ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɬɜɨɪɰɹɦɢ ɹɤɨʀ ɛɭɥɢ Ɉ. Ʉɨɲɿ, Ȼ. Ɋɿɦɚɧ, 
Ⱥ. Ʌɟɛɟɝɬɚɛɚɝɚɬɨɿɧɲɢɯɦɚɬɟɦɚɬɢɤɿɜɏȱɏɏɏɫɬɨɥɿɬɬɹ. 
ɉɨɧɹɬɬɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ Ɋɿɦɚɧɚ ɬɚ ʀʀ ɝɪɚɧɢɰɿ (ɹɤɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ R -
ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ), ɤɨɥɢ ɞɪɿɛɧɿɫɬɶ ɩɨɞɿɥɭ ɩɪɹɦɭɽ ɞɨ ɧɭɥɹ, ɡɪɭɱɧɨ ɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢ ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸɫɭɱɚɫɧɢɯɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯɡɚɫɨɛɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ MathCAD. 
ɋɬɜɨɪɢɦɨ ɪɨɛɨɱɢɣ ɚɪɤɭɲ, ɳɨɛ ɩɪɨɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢ ɫɭɬɧɿɫɬɶ ɩɨɧɹɬɬɹ R -
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɿɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣɡɦɿɫɬɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯɫɭɦɬɚ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. Ⱦɥɹɩɪɢɤɥɚɞɭ 
ɪɨɡɝɥɹɧɟɦɨɮɭɧɤɰɿɸ )sin1()( xxxf  ɧɚɜɿɞɪɿɡɤɭ ]3;0[];[ S ba . ɐɟɣɜɿɞɪɿɡɨɤɩɨɞɿɥɢɦɨ 
ɧɚ n  ɪɿɜɧɢɯ ɱɚɫɬɢɧ ɬɨɱɤɚɦɢ kx , ɚ ɩɪɨɦɿɠɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ kc  ɜɜɚɠɚɬɢɦɟɦɨ 
ɫɟɪɟɞɢɧɧɿɬɨɱɤɢɜɿɞɪɿɡɤɿɜɩɨɞɿɥɭ. 
))sin(1(:)( xxxf       0: a      S 3:b      6: n      nk ..0:  
n
abkakx  :)(      
2
)1()(:)(  kxkxkc      )()1(:)( kxkxkx  '  
 ¦

 
' 
1
0
)())((:)(
n
k
kxkcfnS      ³ 
b
a
dxxfI )(:      100)(:  
I
InSG  
ɉɨɛɭɞɭɜɚɜɲɢɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭɫɭɦɭ )(nS , ɨɛɱɢɫɥɢɦɨʀʀɡɧɚɱɟɧɧɹɿɩɨɪɿɜɧɹɽɦɨɡ 
ɬɨɱɧɢɦ (ɭ ɦɟɠɚɯ ɡɚɞɚɧɨʀ ɬɨɱɧɨɫɬɿ) ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ I  ɬɚ ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ 
ɜɿɞɧɨɫɧɭɩɨɯɢɛɤɭ G  (%) ɧɚɛɥɢɠɟɧɨʀɪɿɜɧɨɫɬɿ InS |)( . 
882.54)(  nS       838.53 I       938.1 G  
ɉɨɛɭɞɭɽɦɨɪɢɫɭɧɨɤ (ɪɢɫ. 5), ɜɜɿɜɲɢɧɚ ɨɫɿ ɨɪɞɢɧɚɬ ))(( kcf , )(tf ,  ɚɧɚ ɨɫɿ 
ɚɛɫɰɢɫ )(kc , t ɿɡɚɞɚɜɲɢɭɱɨɪɧɢɯɤɜɚɞɪɚɬɢɤɚɯɦɟɠɿ a ɬɚ b ɞɥɹɡɦɿɧɧɨʀ t . 
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Ɋɢɫ. 5. 
ɓɨɛɝɪɚɮɿɤɫɬɚɜɬɚɤɢɦ, ɹɤɧɚɞɚɧɨɦɭɪɢɫɭɧɤɭ, ɩɨɬɪɿɛɧɨ: 1) ɭɜɿɣɬɢɞɨɣɨɝɨ 
ɤɨɧɬɟɤɫɬɧɨɝɨ ɦɟɧɸ, 2) ɜɢɛɪɚɬɢ “Ɏɨɪɦɚɬɭɜɚɧɧɹ...”, 3) ɧɚ ɜɤɥɚɞɰɿ “Ɉɫɿ X-Y” 
ɩɨɡɧɿɦɚɬɢɜɫɿɝɚɥɨɱɤɢɣɜɢɛɪɚɬɢɫɬɢɥɶɨɫɟɣ “ɳɨɩɟɪɟɬɢɧɚɸɬɶɫɹ”, 4) ɧɚɜɤɥɚɞɰɿ 
³Ƚɪɚɮɿɤɢ” ɡɚɞɚɬɢɬɢɩɩɟɪɲɨʀɥɿɧɿʀ “ɩɚɧɟɥɶɡɚɩɨɜɧɟɧɶ”, ɚɬɚɤɨɠɜɢɛɪɚɬɢɛɚɠɚɧɿ 
ɤɨɥɿɪɿɬɨɜɳɢɧɭɥɿɧɿɣ; 5) ɧɚɜɤɥɚɞɰɿ “ɉɿɞɩɢɫɢ” ɡɚɞɚɬɢɡɚɝɨɥɨɜɨɤɦɚɥɸɧɤɚ. 
Ɂɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸɫɬɜɨɪɟɧɨɝɨɜɢɳɟɪɨɛɨɱɨɝɨɚɪɤɭɲɚɦɨɠɧɚɩɪɨɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢ, 
ɹɤ ɡɪɨɫɬɚɽ ɬɨɱɧɿɫɬɶ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ )(nS  ɞɨ I  ɩɪɢ ɡɛɿɥɶɲɟɧɧɿ n . Ɍɚɤ, ɩɨɤɥɚɜɲɢ 
25: n , ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ (ɪɢɫ. 6): 
926.53)(  nS      838.53 I      163.0 G  
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Ɋɢɫ. 6. 
Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɧɚɫɤɿɥɶɤɢ ɬɨɱɧɿɲɢɦ ɫɬɚɥɨ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ ɩɪɢ ɞɪɿɛɧɿɲɨɦɭ ɩɨɞɿɥɿ. Ɍɚɤ 
ɫɚɦɨ ɥɟɝɤɨ ɦɨɠɧɚ ɡɦɿɧɢɬɢ ɜɿɞɪɿɡɨɤ ];[ ba  ɱɢ ɧɚɜɿɬɶ ɮɭɧɤɰɿɸ )(xf  ɿ ɦɢɬɬɽɜɨ 
ɩɨɛɚɱɢɬɢɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢ. 
ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɳɟ ɨɞɧɭ ɿɥɸɫɬɪɚɰɿɸ, ɹɤɭ ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɧɚɬɢ ɜ MathCAD, – ɰɟ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ Ɋɿɦɚɧɚ ɹɤ ɝɪɚɧɢɰɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ ɬɚ ɩɨɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ 
ɬɨɱɧɢɦɡɧɚɱɟɧɧɹɦ. 
ɓɨɛ ɧɨɦɟɪ n  ɦɨɠɧɚ ɛɭɥɨ ɫɩɪɹɦɨɜɭɜɚɬɢ ɞɨ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ, ɬɪɟɛɚ ɣɨɝɨ 
ɡɪɨɛɢɬɢɜɿɥɶɧɨɸɡɦɿɧɧɨɸ. Ɍɨɦɭɜɧɟɫɟɦɨɩɨɬɪɿɛɧɿɡɦɿɧɢɭɩɨɩɟɪɟɞɧɿɮɨɪɦɭɥɢɿ 
ɫɬɜɨɪɢɦɨɧɨɜɢɣɚɪɤɭɲ. 
))sin(1(:)( xxxf         0: a        S 3:b  
n
abkankx  :),(        
2
),1(),(:),( nkxnkxnkc    
),(),1(:),( nkxnkxnkx  '         ¦

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0
),()),((:)(
n
k
nkxnkcfnS     
2
)23(3simplify)(lim o
fo
SSnS
n
       
2
)23(3)( o³ SS
b
a
dxxf   
ɇɚɜɟɞɟɧɿ ɿɥɸɫɬɪɚɰɿʀ ɪɨɡɤɪɢɜɚɸɬɶ ɫɭɬɧɿɫɬɶ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɹɤ ɝɪɚɧɢɰɿ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ: R ɿɧɬɟɝɪɚɥ – ɰɟ ɱɢɫɥɨ I , ɞɥɹ ɹɤɨɝɨ ɩɪɚɜɢɥɶɧɚ ɧɚɛɥɢɠɟɧɚ 
ɪɿɜɧɿɫɬɶ ¦

 
|'
1
0
* )(
n
k
kk Ixxf , ɩɪɢɱɨɦɭɚɛɫɨɥɸɬɧɭɩɨɯɢɛɤɭɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹɦɨɠɧɚɡɪɨɛɢɬɢ 
ɹɤ ɡɚɜɝɨɞɧɨ ɦɚɥɨɸ, ɹɤɳɨ ɞɪɿɛɧɿɫɬɶ ɩɨɞɿɥɭ T  (ɹɤɨɸ ɽ ɱɢɫɥɨ knk xT ' dd 10 max)(O ) 
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ɜɢɛɪɚɬɢ ɞɨɫɢɬɶ ɦɚɥɨɸ. ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ ɜɢɛɿɪ ɩɪɨɦɿɠɧɢɯ ɬɨɱɨɤ ];[ 1*  kkk xxx  ɧɟ 
ɩɨɜɢɧɟɧ ɜɩɥɢɜɚɬɢ ɧɚ ɬɨɱɧɿɫɬɶ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ. ɉɿɞɤɪɟɫɥɢɦɨ, ɳɨ ɭ ɦɚɬɟɦɚɬɢɰɿ 
ɧɚɫɚɦɩɟɪɟɞɫɥɿɞɡɜɟɪɬɚɬɢɭɜɚɝɭɧɚɫɭɬɧɿɫɬɶɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯɩɨɧɹɬɶ, ɿɥɢɲɟɩɿɫɥɹ 
ɬɨɝɨ, ɹɤ ɜɨɧɚ ɫɬɚɽ ɡɪɨɡɭɦɿɥɨɸ, ɦɨɠɧɚ ɨɩɚɧɨɜɭɜɚɬɢ ɮɨɪɦɚɥɶɧɿ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿ 
ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿɡɧɢɦɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ. 
Ɍɚɤ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɜɢɯɨɞɹɱɢ ɿɡ ɫɭɬɧɨɫɬɿ ɩɨɧɹɬɬɹ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɦɨɠɧɚ ɥɟɝɤɨ 
ɞɨɜɟɫɬɢ, ɳɨɧɟɨɛɦɟɠɟɧɚɮɭɧɤɰɿɹɧɟɦɨɠɟɛɭɬɢ R ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɸ, ɚɬɚɤɨɠɤɪɢɬɟɪɿʀ 
R ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿ. 
Ⱦɿɣɫɧɨ, ɹɤɳɨɮɭɧɤɰɿɹ f ɧɟɨɛɦɟɠɟɧɚɧɚɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ba , ɬɨɞɥɹɛɭɞɶɹɤɨɝɨ 
ɩɨɞɿɥɭ (T ) ɰɶɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɬɨɱɤɚɦɢ bxxxa n   ...10 ɦɨɞɭɥɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ 
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kk xxf ɦɨɠɧɚɡɪɨɛɢɬɢɹɤɡɚɜɝɨɞɧɨɜɟɥɢɤɢɦɡɚɪɚɯɭɧɨɤɫɩɟɰɿɚɥɶɧɨɝɨɜɢɛɨɪɭ 
ɨɞɧɿɽʀɩɪɨɦɿɠɧɨʀɬɨɱɤɢ ];[ 1000   kkk xxx : ɰɸɬɨɱɤɭɜɢɛɢɪɚɸɬɶɬɚɤ, ɳɨɛ 00 )( kk xxf ' ɛɭɜ 
ɛɿɥɶɲɢɦ ɡɚɦɨɞɭɥɶɜɫɿɯ ɿɧɲɢɯɞɨɞɚɧɤɿɜɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɭ fo)(/1 TO , ɤɨɥɢ 0)( oTO . 
Ɍɨɦɭ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɿ ɫɭɦɢ ¦

 
 '
1
0
)(
n
k
kk xxf  ɧɟ ɦɨɠɭɬɶ ɛɭɬɢ ɹɤ ɡɚɜɝɨɞɧɨ ɞɨɛɪɢɦɢ 
ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹɦɢɛɭɞɶɹɤɨɝɨɱɢɫɥɚ I , ɬɨɛɬɨɮɭɧɤɰɿɹ f  ɧɟɽ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɸ. 
Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ, ɫɭɬɧɿɫɬɶ ɤɨɠɧɨɝɨ ɤɪɢɬɟɪɿɹ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿ ɩɨɥɹɝɚɽ ɭ ɬɨɦɭ, 
ɳɨ ɭɫɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɿ ɫɭɦɢ ɞɚɧɨʀ ɨɛɦɟɠɟɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɚ ɬɨɦɭ ɣ “ɧɚɣɦɟɧɲɚ” ɬɚ 
³ɧɚɣɛɿɥɶɲɚ” ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɿ ɫɭɦɢ ɩɨɜɢɧɧɿ ɹɤ ɡɚɜɝɨɞɧɨ ɦɚɥɨ ɜɿɞɪɿɡɧɹɬɢɫɹ ɜɿɞ 
ɩɟɜɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ, ɚ ɬɨɦɭɣɨɞɧɚ ɜɿɞ ɨɞɧɨʀ, ɤɨɥɢɞɪɿɛɧɿɫɬɶɩɨɞɿɥɭ T  ɞɨɫɢɬɶɦɚɥɚ. 
Ɋɨɥɶ “ɧɚɣɦɟɧɲɨʀ” ɿ “ɧɚɣɛɿɥɶɲɨʀ” ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɫɭɦ ɜɿɞɿɝɪɚɸɬɶ ɫɭɦɢ Ⱦɚɪɛɭ: 
ɧɢɠɧɹ – )(TS  ɬɚ ɜɟɪɯɧɹ – )(TS  . Ɉɬɠɟ, ɭɦɨɜɚ 0)()( o  TSTS  ɽ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨɸ ɣ 
ɞɨɫɬɚɬɧɶɨɸɞɥɹ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿɨɛɦɟɠɟɧɨʀɮɭɧɤɰɿʀ. 
ɋɟɪɟɞ ɤɪɢɬɟɪɿʀɜ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿ ɨɫɨɛɥɢɜɟ ɦɿɫɰɟ ɩɨɫɿɞɚɸɬɶ ɬɿ, ɹɤɿ 
ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿ ɡ ɮɿɤɫɨɜɚɧɨɸ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬɸ ɩɨɞɿɥɿɜ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ba , ɞɥɹ ɹɤɨʀ 0)( onTO  
)( fon . 
ɇɚɝɚɞɚɽɦɨ, ɳɨ Ɉ. Ʉɨɲɿ ɪɨɡɝɥɹɞɚɜ ɥɢɲɟ ɩɨɞɿɥ )( nT  ɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ba  ɧɚ n  
ɪɿɜɧɢɯɜɿɞɪɿɡɤɿɜɬɨɱɤɚɦɢ k
n
abaxk 
 , nk ...,,1,0 . 
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Ɂɝɚɞɚɧɿɤɪɢɬɟɪɿʀɫɬɜɟɪɞɠɭɸɬɶ, ɳɨɤɨɥɢɞɥɹɨɞɧɿɽʀɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ )( nT , ɞɥɹ 
ɹɤɨʀ 0)( onTO , )( fon , ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɿɫɭɦɢ )( nTS ɩɪɹɦɭɸɬɶɞɨɱɢɫɥɚ I , ɤɨɥɢ 0on , ɬɨ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɿɫɭɦɢ )( nTS ɩɪɹɦɭɸɬɶɞɨɰɶɨɝɨɫɚɦɨɝɨɱɢɫɥɚ I ɞɥɹɛɭɞɶɹɤɨʀ ɿɧɲɨʀ 
ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ )( nT ɩɨɞɿɥɿɜɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ba , ɚɛɢɬɿɥɶɤɢ 0)( onTO , fon . 
ɐɟɣɮɚɤɬɦɚɽɜɟɥɢɤɟɩɪɚɤɬɢɱɧɟɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɨɫɤɿɥɶɤɢɞɨɡɜɨɥɹɽɧɚɩɪɚɤɬɢɰɿ 
ɜɢɛɢɪɚɬɢ ɬɚɤɭ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɿɫɬɶ ɩɨɞɿɥɿɜ, ɹɤɚ ɽ ɡɪɭɱɧɨɸ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɫɭɦ ɿ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɝɪɚɧɢɰɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɫɭɦ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɦɨɠɧɚ 
ɞɿɥɢɬɢɜɿɞɪɿɡɨɤ ];[ ba ɧɚ n ɪɿɜɧɢɯɜɿɞɪɿɡɤɿɜ, ɹɤɰɟɪɨɛɢɜɫɜɨɝɨɱɚɫɭɈ. Ʉɨɲɿ. 
Ɉɬɠɟɮɿɤɫɭɜɚɬɢɫɩɨɫɿɛɩɨɞɿɥɭ )( nT , ɦɨɠɧɚɧɚɜɿɬɶɬɨɞɿ, ɤɨɥɢɧɟɜɿɞɨɦɨ, R -
ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ f , ɱɢ ɧɿ. ɇɚ ɜɿɞɦɿɧɭ ɜɿɞ ɰɶɨɝɨ ɮɿɤɫɭɜɚɬɢ ɫɩɨɫɿɛ ɜɢɛɨɪɭ 
ɩɪɨɦɿɠɧɢɯ ɬɨɱɨɤ ɦɨɠɧɚ ɥɢɲɟ ɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ ɜɿɞɨɦɨ, ɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ f  ɽ R -
ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɸɧɚ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ba . Ɍɨɦɭɜɚɠɥɢɜɢɦɢɞɥɹɩɪɚɤɬɢɤɢɽɞɨɫɬɚɬɧɿ ɭɦɨɜɢ 
R-ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿ ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɫɟɪɟɞ ɹɤɢɯ ɜɢɞɿɥɢɦɨ ɭɦɨɜɭ, ɡɚ ɹɤɨɸ 
ɦɧɨɠɢɧɚ ɬɨɱɨɤ ɪɨɡɪɢɜɭ ɽ ɧɟ ɛɿɥɶɲ ɧɿɠ ɡɱɢɫɥɟɧɧɨɸ, ɹɤɭ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɿ 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɿ ɦɨɧɨɬɨɧɧɿ, ɿ ɩɟɪɟɜɚɠɧɚ ɛɿɥɶɲɿɫɬɶ ɿɧɲɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɳɨ 
ɡɭɫɬɪɿɱɚɸɬɶɫɹɧɚɩɪɚɤɬɢɰɿ. 
Ⱦɨɫɢɬɶɱɚɫɬɨɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚɮɨɪɦɭɥɸɸɬɶ ɿɞɨɜɨɞɹɬɶɥɢɲɟɞɥɹ 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɤɨɥɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ ɦɚɣɠɟ ɨɱɟɜɢɞɧɿ, ɚ ʀɯ 
ɞɨɜɟɞɟɧɧɹ ɦɚɣɠɟ ɬɪɢɜɿɚɥɶɧɿ. ȼɢɩɚɞɨɤ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɞɨɰɿɥɶɧɨ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɞɥɹ “ɜɿɞɤɪɢɬɬɹ” ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨʀ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ 
ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɬɚ ɿɧɲɿ ɡɦɿɫɬɢ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. Ⱥ ɞɨɜɟɞɟɧɧɹ “ɜɿɞɤɪɢɬɢɯ” 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ ɛɚɠɚɧɨ ɩɪɨɜɨɞɢɬɢ ɞɥɹ ɞɨɜɿɥɶɧɢɯ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. ɐɿ 
ɞɨɜɟɞɟɧɧɹ ɧɟɬɪɢɜɿɚɥɶɧɿ, ɩɪɨɬɟ ɰɿɥɤɨɦ ɞɨɫɬɭɩɧɿ ɦɚɣɛɭɬɧɿɦ ɭɱɢɬɟɥɹɦ ɿ ɪɚɡɨɦ ɡ 
ɬɢɦɫɭɬɬɽɜɨɫɩɪɢɹɸɬɶɮɨɪɦɭɜɚɧɧɸʀɯɧɶɨʀɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨʀɤɭɥɶɬɭɪɢ. 
ɍɫɿɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚɦɨɠɧɚɩɨɞɿɥɢɬɢɧɚɬɪɢɝɪɭɩɢ: 
x ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɿ, ɹɤɿɜɢɩɥɢɜɚɸɬɶɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨɡɨɡɧɚɱɟɧɧɹ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. ɐɟ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɩɪɨ R ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɫɬɚɥɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɩɪɨ ɥɿɧɿɣɧɿɫɬɶ R -
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɩɪɨɦɨɧɨɬɨɧɧɿɫɬɶ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɿɧɚɫɥɿɞɤɢɡɧɢɯ – ɬɟɨɪɟɦɢɩɪɨ 
ɫɟɪɟɞɧɽ; 
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x ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ, ɳɨɜɢɩɥɢɜɚɸɬɶɡɤɪɢɬɟɪɿʀɜ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿ. ɐɟɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ 
ɩɪɨ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɿɫɬɶ ɦɨɞɭɥɹ ɿ ɞɨɛɭɬɤɭ ɮɭɧɤɰɿɣ ɬɚ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ Ʉɨɲɿ – 
Ȼɭɧɹɤɨɜɫɶɤɨɝɨ, ɩɪɨɚɞɢɬɢɜɧɿɫɬɶ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɿɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶɩɪɨɩɨɱɥɟɧɧɟ 
R -ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɨɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɹɞɭ, ɹɤɚ ɽ ɫɭɬɬɽɜɢɦ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹɦ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿɥɿɧɿɣɧɨɫɬɿ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ; 
x ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡ ɜɟɪɯɧɶɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ ɦɟɠɟɸ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɿ 
ɧɚɫɥɿɞɤɢ ɡ ɧɢɯ – ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɇɶɸɬɨɧɚ±Ʌɟɣɛɧɿɰɚ ɿ ɮɨɪɦɭɥɢ 
ɡɚɦɿɧɢɡɦɿɧɧɨʀɬɚɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɱɚɫɬɢɧɚɦɢ. 
ɍɫɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡɪɭɱɧɨ ɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸɫɭɱɚɫɧɢɯ 
ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɡɜɟɪɬɚɸɱɢ ɨɫɨɛɥɢɜɭ ɭɜɚɝɭ ɧɚ ɬɟ, ɳɨ 
ɮɨɪɦɚɥɶɧɟ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɧɚɜɿɬɶ ɧɚɣɞɨɫɤɨɧɚɥɿɲɨɝɨ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɨɝɨ ɡɚɫɨɛɭ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɦɨɠɟ ɩɪɢɡɜɟɫɬɢ ɞɨ ɝɪɭɛɢɯ ɩɨɦɢɥɨɤ. Ɍɨɦɭ ɥɢɲɟ ɡɧɚɧɧɹ 
ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ ɿ ɜɦɿɧɧɹ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɰɿ ɡɧɚɧɧɹ ɦɨɠɭɬɶ 
ɝɚɪɚɧɬɭɜɚɬɢ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɲɭɤɚɧɨɝɨ ɪɨɡɜ¶ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯɡɚɫɨɛɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢɱɢɛɟɡɰɿɽʀɞɨɩɨɦɨɝɢ. 
ɇɚɜɟɞɟɦɨɞɟɹɤɿ ɩɪɢɤɥɚɞɢɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɶɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 
ɩɪɢɜɢɜɱɟɧɧɿɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
ɉɪɨɝɪɚɦɭ Gran1 ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢ ɞɥɹ ɿɥɸɫɬɪɭɜɚɧɧɹ ɨɫɧɨɜɧɢɯ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣɿɧɬɟɝɪɚɥɚɊɿɦɚɧɚ. Ɍɚɤ, ɥɿɧɿɣɧɭɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶɦɨɠɧɚɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢɩɪɢ 
ɪɨɡɜ¶ɹɡɭɜɚɧɧɿɧɚɫɬɭɩɧɨʀɡɚɞɚɱɿ. 
Ɂɚɞɚɱɚ. Ⱦɚɧɨ ɮɿɝɭɪɢ }20],2;1[:),{(1 xyxyx dd )  ɿ ],2;1[:),{(2  ) xyx  
}230 xy dd . ɉɨɬɪɿɛɧɨɡɨɛɪɚɡɢɬɢɰɿɮɿɝɭɪɢɧɚɨɞɧɨɦɭɪɢɫɭɧɤɭ, ɡɧɚɣɬɢɩɥɨɳɿ 1S  
ɬɚ 2S  ɰɢɯɮɿɝɭɪɿɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ 12 : SS . 
ɋɩɨɱɚɬɤɭɡɚɞɚɽɦɨɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚɛɭɞɭɽɦɨ ʀɯɧɿɝɪɚɮɿɤɢ. Ⱦɚɥɿɭɜɿɤɧɿ “ɋɩɢɫɨɤ 
ɨɛ¶ɽɤɬɿɜ” ɫɬɚɜɢɦɨ ɦɿɬɤɢ ɩɪɨɬɢ ɩɟɪɲɨʀ, ɚ ɩɨɬɿɦ ɩɪɨɬɢ ɞɪɭɝɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ 
ɨɛɱɢɫɥɸɽɦɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɿɡ ɡɚɧɟɫɟɧɧɹɦ ɞɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɟɣ (ɪɢɫ. 7). ɉɪɢ 
ɰɶɨɦɭɛɭɞɟɡɚɲɬɪɢɯɨɜɚɧɨɮɿɝɭɪɢ 1) ɿ 2) ɬɚɨɛɱɢɫɥɟɧɨʀɯɩɥɨɳɿ (ɪɢɫ. 8): 
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        Ɋɢɫ. 7                                                        Ɋɢɫ. 8. 
ɉɿɫɥɹ ɰɶɨɝɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɚɥɶɤɭɥɹɬɨɪɚ ɞɿɥɢɦɨ ɞɪɭɝɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚ 
ɩɟɪɲɢɣ ɿ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɩɥɨɳ   98373.1:95112.5: 12 SS  99999.2 . 
Ɋɨɛɢɦɨ ɜɢɫɧɨɜɨɤ, ɳɨ ɩɪɢ ɪɨɡɬɹɝɧɟɧɧɿ ɮɿɝɭɪɢ ɭ 3 ɪɚɡɢ ʀʀ ɩɥɨɳɚ ɬɟɠ 
ɡɛɿɥɶɲɭɽɬɶɫɹ ɭɬɪɢɱɿ. ɉɨɯɢɛɤɚ ɜ 610  ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɚ ɡ ɬɢɦ, ɳɨ ɩɪɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬɶɫɹ ɧɟ ɬɨɱɧɿ ɞɿɣɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚ, ɚ ʀɯ 
ɞɟɫɹɬɤɨɜɿɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ. 
ɉɨɬɭɠɧɿɲɭɩɪɨɝɪɚɦɭ Maxima ɦɨɠɧɚɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢɞɥɹɿɥɸɫɬɪɭɜɚɧɧɹɜɫɿɯ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɡɨɤɪɟɦɚɞɥɹɜɢɤɨɧɚɧɧɹɡɚɦɿɧɢɡɦɿɧɧɨʀɭ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɿ. 
Ɂɨɞɧɨɝɨɛɨɤɭ, ɭ Maxima ɽɤɨɦɚɧɞɚ changevar, ɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸɹɤɨʀɦɨɠɧɚ 
ɪɨɛɢɬɢ ɡɚɦɿɧɭ ɡɦɿɧɧɨʀ ɹɤ ɭ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɨɦɭ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿ, ɬɚɤ ɿ ɜ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɿ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, 
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Ɂɚɭɜɚɠɢɦɨ, ɳɨ ɬɚɤɚ ɫɚɦɚ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ ɨɬɪɢɦɭɽɬɶɫɹ ɿ ɩɪɢ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨɦɭ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿɞɚɧɨɝɨɿɧɬɟɝɪɚɥɚɡɚɤɨɦɚɧɞɨɸ integrate. 
ɉɪɨɬɟɱɚɫɬɨɩɪɢɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɿɤɨɦɚɧɞɢ changevar ɜɢɧɢɤɚɸɬɶɩɨɦɢɥɤɢ, ɹɤ 
ɭɧɚɫɬɭɩɧɨɦɭɩɪɢɤɥɚɞɿ:  
(%i1) ’integrate(x^2,x,1,2)$ 
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2
1
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1 dtt  
Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɰɹ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ ɧɟɩɪɚɜɢɥɶɧɚ, ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɛɭɜ 
ɧɟɜɿɞ¶ɽɦɧɢɦ, ɚ ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ¶ɽɦɧɢɣ. Ɍɚɤɿ ɩɨɦɢɥɤɢ ɡɦɭɲɭɸɬɶ 
ɩɪɨɹɜɥɹɬɢɨɛɟɪɟɠɧɿɫɬɶɩɪɢɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɿɤɨɦɚɧɞɢ changevar. 
əɤɳɨ ɪɨɛɢɬɢ ɡɚɦɿɧɭ ɡɦɿɧɧɨʀ ɜ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɿ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ 
MathCAD, ɬɨɞɨɜɟɞɟɬɶɫɹɜɢɤɨɧɚɬɢɤɿɥɶɤɚɤɪɨɤɿɜ, ɚɥɟɡɚɜɞɹɤɢɰɶɨɦɭɡ¶ɹɜɥɹɽɬɶɫɹ 
ɿɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶɤɪɚɳɟɪɨɡɭɦɿɬɢɯɿɞɪɨɡɜ¶ɹɡɭɜɚɧɧɹɬɚɤɨɧɬɪɨɥɸɜɚɬɢɣɨɝɨ. 
Ⱦɥɹ ɩɪɢɤɥɚɞɭ, ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ³ 
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Ɉɫɤɿɥɶɤɢɮɭɧɤɰɿɸ )(1 tf ɦɨɠɧɚɫɩɪɨɫɬɢɬɢ, ɚɥɟɡɚɤɨɦɚɧɞɚɦɢ MathCAD ɰɟ 
ɡɪɨɛɢɬɢɧɟɜɞɚɽɬɶɫɹ, ɬɨɩɟɪɟɜɢɡɧɚɱɢɦɨʀʀɜɪɭɱɧɭ: 
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ɇɚɪɟɲɬɿ, ɨɛɱɢɫɥɸɽɦɨɿɧɬɟɝɪɚɥɡɚɧɨɜɨɸɡɦɿɧɧɨɸ: 
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Ⱥɥɟ ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ MathCAD ɦɿɫɬɢɬɶ ɩɨɦɢɥɤɭ ɜ 
ɡɧɚɰɿ! Ⱦɥɹ ɡ¶ɹɫɭɜɚɧɧɹ ɩɪɢɱɢɧɢ ɰɿɽʀ ɩɨɦɢɥɤɢ ɫɩɪɨɛɭɽɦɨ ɡɧɚɣɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
MathCAD ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣɿɧɬɟɝɪɚɥ: 
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ɇɟɜɚɠɤɨɩɟɪɟɤɨɧɚɬɢɫɹ, ɳɨɬɭɬɜɬɪɚɱɟɧɨɡɧɚɤ “ɦɿɧɭɫ”. 
Ɍɚɤɢɦɱɢɧɨɦ, ɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸɩɪɨɝɪɚɦɢ MathCAD ɦɨɠɧɚɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢ R -
ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɡɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɡɚɦɿɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ, ɚɥɟ ɩɪɢ ɰɶɨɦɭ ɫɥɿɞ ɩɚɦ¶ɹɬɚɬɢ, ɳɨ 
ɨɬɪɢɦɚɧɿ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɚ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢ ɧɟ ɡɚɜɠɞɢ ɩɪɚɜɢɥɶɧɿ ɿ 
ɩɨɬɪɟɛɭɸɬɶɞɨɞɚɬɤɨɜɨʀɩɟɪɟɜɿɪɤɢ. 
ɍ 1894 ɪɨɰɿɌ. ɋɬɿɥɬɶɽɫ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜɧɨɜɢɣɩɿɞɯɿɞɞɨɜɜɟɞɟɧɧɹɩɨɧɹɬɬɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɫɭɬɧɿɫɬɶ ɹɤɨɝɨ ɩɨɥɹɝɚɽ ɜ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɿ ɩɨɧɹɬɬɹ ɞɨɜɠɢɧɢ (ɦɿɪɢ) 
ɩɪɨɦɿɠɤɚ );[ ba , ɞɟ ff ba . Ɂɜɢɱɚɣɧɚ ɦɿɪɚ (ɞɨɜɠɢɧɚ) ɩɪɨɦɿɠɤɚ );[ ba  – ɰɟ 
ab  , ʀʀɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɦɿɪɨɸɅɟɛɟɝɚ, ɹɤɢɣɩɨɲɢɪɢɜɩɨɧɹɬɬɹɞɨɜɠɢɧɢɩɪɨɦɿɠɤɚɧɚ 
ɦɧɨɠɢɧɢ ɧɚɞɡɜɢɱɚɣɧɨ ɫɤɥɚɞɧɨʀ ɩɪɢɪɨɞɢ. Ɍ. ɋɬɿɥɬɶɽɫ ɩɨ ɫɭɬɿ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜ 
ɜɜɚɠɚɬɢɞɨɜɠɢɧɨɸ (ɦɿɪɨɸɋɬɿɥɬɶɽɫɚ) ɩɪɨɦɿɠɤɚ );[ ba ɪɿɡɧɢɰɸ )()( agbg  , ɞɟ )(xg , 
);( ffx , – ɡɚɞɚɧɚɧɟɫɩɚɞɧɚɮɭɧɤɰɿɹ. Ɂɨɤɪɟɦɚ, ɹɤɳɨ xxg  )( , ɬɨ abagbg   )()(  – 
ɡɜɢɱɚɣɧɚ ɞɨɜɠɢɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɚ );[ ba  – ɦɿɪɚ Ʌɟɛɟɝɚ ɰɶɨɝɨ ɩɪɨɦɿɠɤɚ. Ɉɬɠɟ, 
Ɍ. ɋɬɿɥɬɶɽɫ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜ ɥɢɲɟ ɡɚɝɚɥɶɧɿɲɟ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɬɹ ɞɨɜɠɢɧɢ 
ɩɪɨɦɿɠɤɚ. ȼ ɭɫɶɨɦɭ ɿɧɲɨɦɭ ɣɨɝɨ ɩɿɞɯɿɞ ɞɨ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɬɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ (ɹɤɢɣ 
ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɋɬɿɥɬɶɽɫɚ) ɿ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ ɰɶɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ 
ɫɩɿɜɩɚɞɚɽ ɡ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɦɩɿɞɯɨɞɨɦɞɨ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚɊɿɦɚɧɚ ɿɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ 
ɣɨɝɨɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ: 
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x ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚɫɭɦɚɋɬɿɥɬɶɽɫɚɦɚɽɜɢɝɥɹɞ ¦

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)(T ɩɨɞɿɥɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ba , ];[ 1  kkk xxx  – ɩɪɨɦɿɠɧɿɬɨɱɤɢ, ɚ )()()( 1 kkk xgxgxg  '   – 
ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɚɞɨɜɠɢɧɚɩɪɨɦɿɠɤɚ ],[ 1kk xx ; 
x ɝɪɚɧɢɰɹɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀɫɭɦɢɋɬɿɥɬɶɽɫɚ, ɤɨɥɢɞɪɿɛɧɿɫɬɶ )(TO ɩɪɹɦɭɽɞɨɧɭɥɹ, 
ɜɜɨɞɢɬɶɫɹ ɬɚɤ ɫɚɦɟ ɹɤ ɿ ɞɥɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ Ɋɿɦɚɧɚ; ɰɹ ɝɪɚɧɢɰɹ 
ɧɚɡɢɜɚɽɬɶɫɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɋɬɿɥɬɶɽɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ f  ɡɚ ɦɿɪɨɸ g  ɿ ɩɨɡɧɚɱɚɽɬɶɫɹ 
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x ɤɪɢɬɟɪɿʀ gS -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿɚɧɚɥɨɝɿɱɧɿɤɪɢɬɟɪɿɹɦ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿ; 
x ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿɿɧɬɟɝɪɚɥɚɋɬɿɥɬɶɽɫɚɚɧɚɥɨɝɿɱɧɿɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɹɦɿɧɬɟɝɪɚɥɚɊɿɦɚɧɚ; 
x ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɿɧɬɟɝɪɚɥɚɋɬɿɥɬɶɽɫɚɡɜɨɞɢɬɶɫɹɞɨɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɤɨɥɢ 
ɮɭɧɤɰɿɹ f  ɽ R -ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɸ ɧɚ );[ ba , ɚ ³  
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Ɉɛ¶ɽɞɧɚɧɧɹ ɿɞɟɣ Ⱥ. Ʌɟɛɟɝɚ ɿ Ɍ. ɋɬɿɥɬɶɽɫɚ ɞɚɥɨ ɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ 
ɧɚɞɡɜɢɱɚɣɧɨ ɡɦɿɫɬɨɜɧɭ ɬɟɨɪɿɸ ɦɿɪɢ ɬɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ Ʌɟɛɟɝɚ – ɋɬɿɥɬɶɽɫɚ, ɹɤɚ 
ɜɿɞɿɝɪɚɽ ɜɚɠɥɢɜɭ ɪɨɥɶ ɭ ɫɭɱɚɫɧɿɣ ɦɚɬɟɦɚɬɢɰɿ ɬɚ ʀʀ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹɯ. Ɍɨɦɭ, 
ɜɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɢɪɨɞɧɿɫɬɶ ɿ ɩɪɨɡɨɪɿɫɬɶ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹ, ɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɟ 
Ɍ. ɋɬɿɥɬɶɽɫɨɦ, ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɨɡɧɚɣɨɦɢɬɢ ɦɚɣɛɭɬɧɿɯ ɭɱɢɬɟɥɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɡ ɰɢɦ 
ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹɦ, ɹɤ ɡ ɩɪɢɤɥɚɞɨɦ ɜɚɠɥɢɜɨɫɬɿ ɚɧɚɥɨɝɿɣ ɭ ɦɚɬɟɦɚɬɢɰɿ ɿ ɜɨɞɧɨɱɚɫ 
ɧɟɨɛɯɿɞɧɨɫɬɿɚɤɭɪɚɬɧɨɤɨɪɢɫɬɭɜɚɬɢɫɹɚɧɚɥɨɝɿɹɦɢ. 
ȱɧɲɢɦ ɧɚɩɪɹɦɤɨɦ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɬɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɽ 
ɩɨɲɢɪɟɧɧɹɰɶɨɝɨɩɨɧɹɬɬɹɧɚɮɭɧɤɰɿʀ, ɳɨɜɢɡɧɚɱɟɧɿɧɚɧɟɨɛɦɟɠɟɧɨɦɭɩɪɨɦɿɠɤɭ 
ɚɛɨ ɽ ɧɟɨɛɦɟɠɟɧɢɦɢ ɜ ɨɤɨɥɚɯ ɨɤɪɟɦɢɯ ɬɨɱɨɤ ɩɪɨɦɿɠɤɚ ba; ,  ɳɨ ɽ ɚɛɨ ɧɟ ɽ 
ɜɿɞɪɿɡɤɨɦ. ȱɞɟɹɬɚɤɨɝɨɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɚɿɜɨɫɧɨɜɧɨɦɭɪɟɚɥɿɡɨɜɚɧɚɭ 
1823 ɪɨɰɿɈɄɨɲɿ. ɋɭɬɧɿɫɬɶɿɞɟʀɈɄɨɲɿɧɚɫɬɭɩɧɚ. 
ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɜɜɨɞɢɬɶɫɹ ɩɨɧɹɬɬɹ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɮɭɧɤɰɿʀ f : 1) ɧɚ 
ɩɪɨɦɿɠɤɭ );[ ba , fdf ba ; 2) ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ];( ba , fddf ba . Ɍɚɤ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 
24 
ɮɨɪɦɚɥɶɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ³
b
a
dxxf )(  ɡɚ ɭɦɨɜɢ ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɫɬɿɮɭɧɤɰɿʀ f  ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ: 1) ɧɚ 
ɤɨɠɧɨɦɭɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ca , ɞɟ bca  ; 2) ɧɚɤɨɠɧɨɦɭɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ bc , ɞɟ bca  . 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɧɟɜɥɚɫɧɢɦɢ R ɿɧɬɟɝɪɚɥɚɦɢ, ɽ ɜɢɪɚɡɢ ³
1
0
x
dx , ³
f
1 x
dx , ³

0
1
x
dx  ɿ ³

f
1
x
dx , ɚ 
ɜɢɪɚɡ ³
1
0
1sin
x
dx ɧɟɽɧɟɜɥɚɫɧɢɦɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ, ɨɫɤɿɥɶɤɢɮɭɧɤɰɿɹ 
x
1sin
1 ɧɟɽɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɸ 
ɧɚɤɨɠɧɨɦɭɜɿɞɪɿɡɤɭ ]1;[c , S
10  c . 
ɇɟɜɥɚɫɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ³
b
a
dxxf )(  ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ );[ ba  (ɧɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ];( ba ) 
ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɡɛɿɠɧɢɦ ɞɨ ɱɢɫɥɚ I , ɹɤɟ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɰɶɨɝɨ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɹɤɳɨ ³o 
c
a
bc
dxxfI )(lim
0
 ( dxxfI
b
c
ac ³o )(lim0 ). ɉɪɢɰɶɨɦɭɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ ³  
b
a
Idxxf )( . 
ɍ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢ ɜɤɚɡɚɧɚ ɝɪɚɧɢɰɹ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɚ ɚɛɨ ɜɡɚɝɚɥɿ ɧɟ ɿɫɧɭɽ, ɧɟɜɥɚɫɧɢɣ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɪɨɡɛɿɠɧɢɦ ɿ ɜɿɧ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɦɚɽ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ (ɳɨ 
ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ ³ f 
b
a
dxxf )( ) ɚɛɨɜɡɚɝɚɥɿɧɟɦɚɽɡɧɚɱɟɧɧɹ. 
ɍɦɨɜɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɧɟɜɥɚɫɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɫɩɿɜɩɚɞɚɸɬɶ ɡ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɦɢ 
ɭɦɨɜɚɦɢ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɝɪɚɧɢɰɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɬɨɱɰɿ (ɫɤɿɧɱɟɧɧɿɣ ɱɢ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ 
ɜɿɞɞɚɥɟɧɿɣ). ɐɟɣ ɮɚɤɬ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ, ɤɨɥɢ ɩɨɧɹɬɬɹ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɬɚ ɣɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɥɸɫɬɪɭɽɬɶɫɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. 
Ɍɚɤ, ɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸɋɄɆ Maxima ɦɨɠɧɚɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢɧɟɜɥɚɫɧɿɿɧɬɟɝɪɚɥɢɡ 
ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɢɦɢ ɦɟɠɚɦɢ ɬɚ ɧɟɜɥɚɫɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɜɿɞ ɧɟɨɛɦɟɠɟɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ: 
(%i1) 'integrate(1/(x^3+1),x,0,inf)=integrate(1/(x^3+1),x,0,inf); 
(%o1) 2/3
0
3 3
2
1
1 S 
³
f
dx
x
 
(%i2) 'integrate((2*x-1)/(x^4+1),x,minf,inf)=integrate((2*x-1)/(x^4+1),x,minf,inf); 
(%o2) 
21
12
4
S 

³
f
f
dx
x
x  
(%i3) 'integrate(1/x^(1/3),x,-1,8)=integrate(1/x^(1/3),x,-1,8); 
25 
(%o3) 
2
918
1
3/1  ³

dx
x
 
(%i4) 'integrate(x^2/sqrt(9-x^2),x,-3,3)=integrate(x^2/sqrt(9-x^2),x,-3,3); 
(%o4) 
29
3
3
2
2 S 
³
dx
x
x  
ɉɪɨɬɟ, ɤɪɿɦɝɨɬɨɜɨʀɜɿɞɩɨɜɿɞɿ, ɡɚɞɨɩɨɦɨɝɨɸ Maxima ɦɨɠɧɚɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢ 
ɧɟɜɥɚɫɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ, ɬɨɛɬɨ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ 
ɜɢɡɧɚɱɟɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ, ɚɩɨɬɿɦɩɟɪɟɯɨɞɢɬɢɞɨɝɪɚɧɢɰɿ. Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨɰɢɦɫɩɨɫɨɛɨɦ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ (%ɨ1) – (%ɨ4), ɩɨɞɚɧɿɜɢɳɟ: 
(%i1) ’limit(integrate(1/(x^3+1),x,0,b),b,inf); 
Is b positive, negative, or zero? p; 
(%o1) 
 
2/3
2
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)1log(
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3
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1log
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¸¸¹
·
¨¨©
§ 


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(%i2) 'integrate(1/(x^3+1),x,0,inf)=ev(%o1,nouns,ratsimp); 
(%o2) 2/3
0
3 3
2
1
1 S 
³
f
dx
x
 
(%i3) ’limit(integrate((2*x-1)/(x^4+1),x,a,0),a,minf)+ 
’limit(integrate((2*x-1)/(x^4+1),x,0,b),b,inf),logcontract; 
Is a positive, negative, or zero? n; 
Is b positive, negative, or zero? p; 
(%o3) 
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(%i4) 'integrate((2*x-1)/(x^4+1),x,minf,inf)=ev(%o3,nouns,ratsimp); 
(%o4) 2/3
0
3 3
2
1
1 S 
³
f
dx
x
 
(%i5) ’limit(integrate(1/x^(1/3),x,-1,a),a,0,minus)+ 
’limit(integrate(1/x^(1/3),x,c,8),c,0,plus); 
26 
Is a+1 positive, negative, or zero? n; 
Is c-8 positive, negative, or zero? n; 
Is c positive, negative, or zero? p; 
(%o5) 
2
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(%i6) 'integrate(1/x^(1/3),x,-1,8)=ev(%o5,nouns,ratsimp); 
(%o6) 
2
918
1
3/1  ³

dx
x
 
(%i7) ’limit(integrate(x^2/sqrt(9-x^2),x,a,0),a,-3,plus)+ 
’limit(integrate(x^2/sqrt(9-x^2),x,0,c),c,3,minus); 
Is a positive, negative, or zero? n; 
Is a+3 positive, negative, or zero? p; 
Is c positive, negative, or zero? p; 
Is c-3 positive, negative, or zero? n; 
(%o7) 
2
3
asin99lim
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(%i8) 'integrate(x^2/sqrt(9-x^2),x,-3,3)=ev(%o7,nouns,ratsimp); 
(%o8) 
29
3
3
2
2 S 
³
dx
x
x  
ɉɨɞɚɥɶɲɟ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɬɹ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɬɚ ɣɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɦɨɠɟɛɭɬɢɬɚɤɢɦ. 
ɇɟɜɥɚɫɧɢɦɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦɮɭɧɤɰɿʀ f ɧɚɞɨɜɿɥɶɧɨɦɭɩɪɨɦɿɠɤɭ ba; ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 
ɜɢɪɚɡ ³
b
a
dxxf )( ɡɚɭɦɨɜɢɿɫɧɭɜɚɧɧɹɫɤɿɧɱɟɧɧɨʀɤɿɥɶɤɨɫɬɿɬɨɱɨɤ kx , nk ,0 , ɬɚɤɢɯɳɨ 
bxxxa n   ...10 , ɩɪɢɱɨɦɭɤɨɠɟɧɜɢɪɚɡ ³
1
)(
k
k
x
x
dxxf ɽɧɟɜɥɚɫɧɢɦɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦɮɭɧɤɰɿʀ 
f ɧɚɩɪɨɦɿɠɤɭ );[ 1kk xx ɚɛɨɧɚɩɪɨɦɿɠɤɭ ];( 1kk xx . ɐɟɣɧɟɜɥɚɫɧɢɣɿɧɬɟɝɪɚɥ ³
b
a
dxxf )(  
ɧɚɡɢɜɚɸɬɶɡɛɿɠɧɢɦ, ɤɨɥɢɡɛɿɠɧɢɦɽɤɨɠɟɧɧɟɜɥɚɫɧɢɣɿɧɬɟɝɪɚɥ ³
1
)(
k
k
x
x
dxxf , 1,0  nk . 
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ɉɪɢɰɶɨɦɭɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ ³ ¦ ³

 

 
b
a
n
k
x
x
k
k
dxxfdxxf
1
0
1
)()( , ɬɨɛɬɨɡɧɚɱɟɧɧɹɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ 
³
b
a
dxxf )( ɞɨɪɿɜɧɸɽɡɚɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦɫɭɦɿɡɧɚɱɟɧɶɧɟɜɥɚɫɧɢɯɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ³
1
)(
k
n
x
x
dxxf . 
ɍ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢ ɩɪɢɧɚɣɦɧɿ ɨɞɢɧ ɡ ɧɟɜɥɚɫɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ³
1
)(
k
k
x
x
dxxf  
ɪɨɡɛɿɠɧɢɣ, ɪɨɡɛɿɠɧɢɦ ɜɜɚɠɚɸɬɶ ɿ ɧɟɜɥɚɫɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ³
b
a
dxxf )(  ɿ ɞɥɹ ɬɚɤɨɝɨ 
ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨɿɧɬɟɝɪɚɥɚɫɤɿɧɱɟɧɧɨɝɨɡɧɚɱɟɧɧɹɧɟɿɫɧɭɽ. 
Ⱦɟɹɤɿɪɨɡɛɿɠɧɿɧɟɜɥɚɫɧɿɿɧɬɟɝɪɚɥɢɦɨɠɭɬɶɦɚɬɢɬɚɤɡɜɚɧɿ ɝɨɥɨɜɧɿɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɿɜɜɚɠɚɬɢɫɹɡɛɿɠɧɢɦɢɭɪɨɡɭɦɿɧɧɿɝɨɥɨɜɧɢɯɡɧɚɱɟɧɶ. 
Ɍɚɤ, ɝɨɥɨɜɧɢɦ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɪɨɡɛɿɠɧɨɝɨ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ³

1
1
x
dx  ɽ ɱɢɫɥɨ 
³ ³


oo
   
H
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HH
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0)ln1ln1ln(lnlim)(lim
x
dx
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dxI . 
Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɞɟɹɤɢɯ ɫɭɱɚɫɧɢɯ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 
ɡɨɤɪɟɦɚ, Maxima) ɦɨɠɧɚɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢɝɨɥɨɜɧɿɡɧɚɱɟɧɧɹɧɟɜɥɚɫɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ, 
ɩɪɨɬɟɮɨɪɦɚɥɶɧɟɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɰɢɯɡɚɫɨɛɿɜɦɨɠɟɩɪɢɡɜɟɫɬɢɞɨɝɪɭɛɢɯɩɨɦɢɥɨɤ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ Maxima ɤɿɥɶɤɚ ɧɟɜɥɚɫɧɢɯ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɭ ɫɟɧɫɿ ɝɨɥɨɜɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨ ɡɚ ɤɨɦɚɧɞɨɸ integrate, ɚ 
ɬɚɤɨɠɲɥɹɯɨɦɝɪɚɧɢɱɧɨɝɨɩɟɪɟɯɨɞɭ. 
ɉɨɱɧɟɦɨ ɡ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ µ¶
´
b
a
x
dx , 0a , 0!b . ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ ɣɨɝɨ 
ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨ: 
(%i1) [assume(a<0),assume(b>0)]$ 
(%i2) integrate(1/x,x,a,b); 
Principal Value 
(%o2) Siab  )log()log(  
(%i3) rectform(%); 
(%o3) )log()log( ab   
28 
Ɉɬɠɟ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɫɢɫɬɟɦɢ Maxima ɨɬɪɢɦɚɧɨ ɝɨɬɨɜɢɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɡ 
ɩɨɩɟɪɟɞɠɟɧɧɹɦ ɩɪɨ ɬɟ, ɳɨ ɰɟ ɝɨɥɨɜɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨɬɟɩɟɪɰɟɣɪɟɡɭɥɶɬɚɬ, ɫɩɢɪɚɸɱɢɫɶɧɚɨɡɧɚɱɟɧɧɹɝɨɥɨɜɧɨɝɨɡɧɚɱɟɧɧɹ: 
(%i4) 'integrate(1/x,x,a,-r)+'integrate(1/x,x,r,b)= 
integrate(1/x,x,a,-r)+integrate(1/x,x,r,b); 
Is r + a positive, negative, or zero? n; 
Is r positive, negative, or zero? p; 
Is a positive, negative, or zero? n; 
Is r - b positive, negative, or zero? n; 
(%o4) )log()log(11 abdx
x
dx
x
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ɋɩɪɨɛɭɽɦɨɨɛɱɢɫɥɢɬɢɳɟɨɞɢɧɿɧɬɟɝɪɚɥɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨ: 
(%i5) 'integrate(tan(x),x,-%pi/2,%pi/2)=integrate(tan(x),x,-%pi/2,%pi/2); 
(%o5) 0)tan(
2
2
 ³

S
S
dxx  
ɐɶɨɝɨ ɪɚɡɭ ɧɟ ɜɤɚɡɚɧɨ, ɳɨ ɰɟ ɝɨɥɨɜɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɟɜɥɚɫɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. Ɍɨɦɭ 
ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɭɦɚɬɢ, ɳɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɛɭɜ ɡɛɿɠɧɢɦ ɧɟɜɥɚɫɧɢɦ ɚɛɨ 
ɡɜɢɱɚɣɧɢɦ ɪɿɦɚɧɨɜɢɦ. ɋɩɪɨɛɭɽɦɨ ɩɟɪɟɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɚɞɚɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɳɟ ɪɚɡ, 
ɿɧɚɤɲɟɡɚɩɢɫɚɜɲɢɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭɮɭɧɤɰɿɸ: 
(%i6) 'integrate(sin(x)/cos(x),x,-%pi/2,%pi/2)= 
integrate(sin(x)/cos(x),x,-%pi/2,%pi/2); 
Principal Value 
(%o6) )1log(
)cos(
)sin(2
2
 ³

S
S
dx
x
x  
ɐɹ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ ɬɟɠ ɧɟɩɪɚɜɢɥɶɧɚ, ɯɨɱɚ ɩɪɢɧɚɣɦɧɿ ɜɤɚɡɚɧɨ, ɳɨ ɦɨɜɚ ɣɞɟ ɩɪɨ 
ɝɨɥɨɜɧɟɡɧɚɱɟɧɧɹ. ɉɪɚɜɢɥɶɧɭɜɿɞɩɨɜɿɞɶɦɨɠɧɚɞɿɫɬɚɬɢɬɚɤ: 
(%i7) 'integrate(tan(x),x,-r,r)=integrate(tan(x),x,-r,r); 
(%o7) 0)tan(  ³

r
r
dxx  
ɉɿɫɥɹɰɶɨɝɨɧɚɨɫɧɨɜɿɬɟɨɪɿʀɦɨɠɧɚɡɪɨɛɢɬɢɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣɜɢɫɧɨɜɨɤ. 
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Ⱦɨ ɪɟɱɿ, ɚɧɚɥɨɝɿɱɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ, ɬɿɥɶɤɢ ɡ ɤɨɬɚɧɝɟɧɫɨɦ, ɩɪɢ ɡɜɟɪɧɟɧɧɿ ɞɨ 
ɫɢɫɬɟɦɢɨɛɱɢɫɥɸɽɬɶɫɹɩɪɚɜɢɥɶɧɨ: 
(%i8) 'integrate(cot(x),x,0,%pi)=integrate(cot(x),x,0,%pi); 
Principal Value 
(%o8) 0)cot(
0
 ³
S
dxx  
Ɍɪɚɞɢɰɿɣɧɨ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɤɥɸɱɚɸɬɶ ɦɚɬɟɪɿɚɥ, 
ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɢɣ ɡ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɦ ɞɨɜɠɢɧ ɤɪɢɜɢɯ, ɩɥɨɳ ɩɥɨɫɤɢɯ ɮɿɝɭɪ, ɨɛ¶ɽɦɿɜ ɬɿɥ 
ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ, ɩɥɨɳɩɨɜɟɪɯɨɧɶɨɛɟɪɬɚɧɧɹ, ɦɚɫɢɿɰɟɧɬɪɚɦɚɫɢ, ɪɨɡɩɨɞɿɥɟɧɨʀɜɡɞɨɜɠ 
ɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɨʀɞɭɝɢɤɪɢɜɨʀɱɢɧɚɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɿɣɩɥɚɫɬɢɧɿ. ɉɪɢɰɶɨɦɭɞɨɫɢɬɶɱɚɫɬɨ 
ɪɨɛɥɹɬɶɰɟɬɚɤ, ɹɤɿɬɪɢɫɬɨɥɿɬɬɹɬɨɦɭ: ɧɚɿɧɬɭʀɬɢɜɧɨɦɭɪɿɜɧɿ, ɧɟɧɚɞɚɸɱɢɱɿɬɤɢɯ 
ɨɡɧɚɱɟɧɶ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɩɨɧɹɬɶ, ɳɨ ɽ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɦɢ ɦɨɞɟɥɹɦɢ 
ɩɟɜɧɢɯɪɟɚɥɶɧɢɯɨɛ¶ɽɤɬɿɜ, ɚɬɨɦɭɧɟɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢɫɭɱɚɫɧɨɝɨɪɿɜɧɹɪɨɡɜɢɬɤɭ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɹɤɢɣɞɨɡɜɨɥɹɽɡɪɨɛɢɬɢɰɟɱɿɬɤɨ, ɡɪɨɡɭɦɿɥɨɿɤɪɚɫɢɜɨ. 
ȱɧɬɭʀɬɢɜɧɟ ɭɹɜɥɟɧɧɹ ɩɪɨ ɤɪɢɜɭ ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɟ ɿɡ ɫɥɿɞɨɦ, ɹɤɢɣ ɡɚɥɢɲɚɽ 
ɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ (ɤɿɧɱɢɤ ɡɚɝɨɫɬɪɟɧɨɝɨ ɨɥɿɜɰɹ), ɤɨɥɢ ɜɨɧɚ ɪɭɯɚɽɬɶɫɹ ɧɚ 
ɩɥɨɳɢɧɿ XOY  (ɧɚɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣɩɥɨɳɢɧɿ C ). ɉɪɢɰɶɨɦɭɩɟɜɧɨɦɭɦɨɦɟɧɬɭɱɚɫɭ t  
ɩɚɪɚɦɟɬɪɭ t ) ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɽ ɧɚ ɤɪɢɜɿɣ ɩɟɜɧɚ ɬɨɱɤɚ tM  ɡ ɞɿɣɫɧɢɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ 
)(),( tytx  (ɚɛɨ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨɝɨ )()()( tyitxtz  . ȼ ɮɿɡɢɱɧɨɦɭ 
ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɿɬɨɱɤɢɧɚɤɪɢɜɿɣɬɪɟɛɚɪɨɡɪɿɡɧɹɬɢɧɟɬɿɥɶɤɢɡɚ ʀɯɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ, ɚɣ 
ɡɚ ɦɨɦɟɧɬɨɦ ɱɚɫɭ (ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ) t , ɜ ɹɤɢɣ ɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɡɚɣɦɚɽ ɰɟ 
ɩɨɥɨɠɟɧɧɹ. 
ɍɡɜ¶ɹɡɤɭɡɬɚɤɢɦɢɭɹɜɥɟɧɧɹɦɢɩɪɨɤɪɢɜɭɜɜɨɞɹɬɶɱɿɬɤɟɨɡɧɚɱɟɧɧɹɤɪɢɜɨʀ 
ɚɛɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ, ʀʀ ɫɥɿɞɭ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ, ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ, ɹɜɧɨɝɨ, ɜ ɩɨɥɹɪɧɢɯ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɯ), ɩɪɨɫɬɨʀ ɤɪɢɜɨʀ ɚɛɨ ɤɪɢɜɨʀ 
ɀɨɪɞɚɧɚ, ɞɭɝɢ ɤɪɢɜɨʀ, ɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨʀ ɞɭɝɢ ɬɚ ʀʀ ɞɨɜɠɢɧɢ ɬɨɳɨ. ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ 
ɜɢɹɜɥɹɽɬɶɫɹ, ɳɨɭɫɿɰɿɩɨɧɹɬɬɹɩɪɢɪɨɞɧɨɭɡɚɝɚɥɶɧɸɸɬɶɫɹ [3, ɫ. 266] ɧɚɜɢɩɚɞɨɤ 
ɞɨɜɿɥɶɧɢɯ, ɬɚɤ ɡɜɚɧɢɯ, ɧɨɪɦɨɜɚɧɢɯ ɩɪɨɫɬɨɪɿɜ, ɱɚɫɬɢɧɧɢɦɢ ɜɢɩɚɞɤɚɦɢ ɹɤɢɯ ɽ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɚ ɩɪɹɦɚ OX , ɩɥɨɳɢɧɚ XOY , ɬɪɢɜɢɦɿɪɧɢɣɩɪɨɫɬɿɪ OXYZ , ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɚ 
ɩɥɨɳɢɧɚ C ɬɚɛɚɝɚɬɨɿɧɲɢɯɩɪɨɫɬɨɪɿɜ, ɳɨɜɿɞɿɝɪɚɸɬɶɭɫɭɱɚɫɧɿɣɦɚɬɟɦɚɬɢɰɿɬɚ 
ʀʀɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹɯɜɚɠɥɢɜɭɪɨɥɶ. 
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Ʉɨɪɟɤɬɧɟ ɿ ɜɨɞɧɨɱɚɫ ɞɨɫɬɭɩɧɟ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧɢ ɞɭɝɢ ɤɪɢɜɨʀ ɦɨɠɧɚ 
ɧɚɜɟɫɬɢɥɢɲɟɞɥɹɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ, ɡɚɞɚɧɨʀɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨɪɿɜɧɹɧɧɹɦ )(tzz  , 
];[ EDt , ɞɟɮɭɧɤɰɿɹ )(tz ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚɧɚɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ED ɿɧɚɛɭɜɚɽɡɧɚɱɟɧɶɡɩɟɜɧɨɝɨ 
ɧɨɪɦɨɜɚɧɨɝɨɩɪɨɫɬɨɪɭ. ɍɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢɰɟɣɩɪɨɫɬɿɪ: 
x ɞɟɤɚɪɬɨɜɚɩɥɨɳɢɧɚ XOY , ))(),(()( tytxtz  , ɬɨɞɿɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɟɪɿɜɧɹɧɧɹɞɭɝɢ 
ɧɚɛɭɜɚɽ ɜɢɝɥɹɞɭ ],;[),(),( ED  ttyytxx  ɹɤɢɣ ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ tx   
ɩɟɪɟɬɜɨɪɸɽɬɶɫɹɧɚɹɜɧɟɪɿɜɧɹɧɧɹɞɭɝɢ: )(xyy  , ];[ EDx , ɚɭɜɢɩɚɞɤɭ ty   – 
ɧɚɹɜɧɟɪɿɜɧɹɧɧɹɞɭɝɢ )(yxx  , ];[ EDy ; 
x ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɚɩɥɨɳɢɧɚ C , ɬɨɞɿɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɟɪɿɜɧɹɧɧɹɞɭɝɢɭɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ 
ɮɨɪɦɿɦɚɽɜɢɝɥɹɞ )(tzz  , ];[ EDt , ɞɟ )()()( tyitxtz  . 
x ɩɨɥɹɪɧɚ ɩɥɨɳɢɧɚ, ))(,()( tttz U , ɬɨɞɿ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɪɢɜɨʀ ɭ 
ɩɨɥɹɪɧɢɯɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɯɧɚɛɭɜɚɽɜɢɝɥɹɞɭ )(tUU  , ɞɟ )(tU  – ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɬɨɱɤɢ 
)(tz ɜɿɞɩɨɥɹɪɧɨɝɨɰɟɧɬɪɚ, ɚ t  – ɤɭɬ, ɧɚɹɤɢɣɬɪɟɛɚɩɨɜɟɪɧɭɬɢɩɨɥɹɪɧɢɣ 
ɩɪɨɦɿɧɶ, ɳɨɛɜɿɧɫɩɿɜɩɚɜɡɪɚɞɿɭɫɜɟɤɬɨɪɨɦɬɨɱɤɢ )(tz . 
Ⱦɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɮɨɪɦɢ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɛɭɞɶɹɤɚ ɿɧɲɚ ɮɨɪɦɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹɞɭɝɢ ɤɪɢɜɨʀ. Ɍɨɦɭ ɭɫɿɦɿɪɤɭɜɚɧɧɹɦɨɠɧɚ ɩɪɨɜɨɞɢɬɢɞɥɹɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ 
ɤɪɢɜɨʀ (ɬɨɱɧɿɲɟɞɭɝɢ), ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɟɪɿɜɧɹɧɧɹɹɤɨʀɦɚɽɜɢɝɥɹɞ 
];[),( ED ttzz .       (1) 
ɍ ɜɢɩɚɞɤɭ,  ɤɨɥɢ ɰɹ ɞɭɝɚ *  ɽ ɜɿɞɪɿɡɤɨɦ,  ɳɨ ɫɩɨɥɭɱɚɽ ɬɨɱɤɢ )(1 Dzz   ɿ 
)(2 Ezz  , ʀʀ ɞɨɜɠɢɧɨɸ ɽ ɞɨɜɠɢɧɚ ɧɚɩɪɹɦɥɟɧɨɝɨ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ 21 zz , ɬɨɛɬɨ ɱɢɫɥɨ 
1221 ]);([)( zzzzLL   * . 
əɤɳɨ ɞɭɝɚ *  ɽ ɥɚɦɚɧɨɸ ɡ ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɭ ɬɨɱɤɚɯ )( kk tzz  , nk ...,,1,0 , ɞɟ 
ED   nttt ...10 , ɬɨ ʀʀ ɞɨɜɠɢɧɨɸ ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɽ ɱɢɫɥɨ, ɳɨ ɞɨɪɿɜɧɸɽ ɫɭɦɿ 
ɞɨɜɠɢɧɥɚɧɨɤɰɿɽʀɥɚɦɚɧɨʀ, ɬɨɛɬɨ 
1
0
1
0
11 ]);([)(

 

 
 ¦   *
n
k
n
k
kkkk zzzzLL . 
Ɂɚɜɟɪɲɚɥɶɧɢɣ ɤɪɨɤ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɬɹ ɞɨɜɠɢɧɢ ɞɨɜɿɥɶɧɨʀ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀ 
ɞɭɝɢɩɨɜ¶ɹɡɚɧɢɣɡɬɢɦ, ɳɨɜɿɡɭɚɥɶɧɨɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚɞɭɝɚɦɚɣɠɟɧɟɜɿɞɪɿɡɧɹɽɬɶɫɹɜɿɞ 
ɥɚɦɚɧɨʀ, ɜɩɢɫɚɧɨʀ ɭ ɰɸ ɞɭɝɭ, ɤɨɥɢ ɥɚɧɤɢ ɥɚɦɚɧɨʀ ɞɨɫɢɬɶ ɞɪɿɛɧɿ, ɬɨɛɬɨ ɦɚɸɬɶ 
ɞɨɫɢɬɶ ɦɚɥɭ ɞɨɜɠɢɧɭ. Ɉɫɬɚɧɧɿɣ ɮɚɤɬ ɡɪɭɱɧɨ ɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɫɭɱɚɫɧɢɯɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯɡɚɫɨɛɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. 
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ɇɚɜɟɞɟɦɨɪɨɛɨɱɢɣɚɪɤɭɲɋɄɆ MathCAD, ɧɚɹɤɨɦɭɡɨɛɪɚɠɚɽɬɶɫɹɤɪɢɜɚ, 
ɜɩɢɫɚɧɚɜɧɟʀɥɚɦɚɧɚɿɨɛɱɢɫɥɸɸɬɶɫɹʀɯɞɨɜɠɢɧɢɩɪɢɡɚɞɚɧɿɣɤɿɥɶɤɨɫɬɿɥɚɧɨɤ. 
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Ȼɭɞɭɽɦɨɡɚɞɚɧɭɤɪɢɜɭɬɚɜɩɢɫɚɧɭɜɧɟʀɥɚɦɚɧɭ (ɪɢɫ. 10): 
 
Ɋɢɫ. 10. 
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)417ln(
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oL        126.6 L        069.6)(  Np  
əɤɳɨ ɡɚɞɚɬɢ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɥɚɧɨɤ 10: N , ɬɨ ɞɨɜɠɢɧɚ ɥɚɦɚɧɨʀ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɧɨ 
ɩɟɪɟɨɛɱɢɫɥɢɬɶɫɹ: 112.6)(  Np , ɚɪɢɫɭɧɨɤɫɬɚɧɟɬɚɤɢɦ (ɪɢɫ. 11): 
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Ɋɢɫ. 11. 
Ɍɚɤɢɦɱɢɧɨɦ, ɩɪɢɪɨɞɧɨɨɡɧɚɱɢɬɢ ɞɨɜɠɢɧɭ )(*L  ɞɭɝɢ * ɡɪɿɜɧɹɧɧɹɦ (1) ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸɪɿɜɧɨɫɬɟɣ )(sup)(
)(
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, ɞɟ T  – ɩɨɞɿɥɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ED  
ɬɨɱɤɚɦɢ ED   nttt ...10 , )(TO  –  ɞɪɿɛɧɿɫɬɶɰɶɨɝɨɩɨɞɿɥɭ,  ɚ ¦
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1 )()()(
n
k
kk tztzTL  – 
ɞɨɜɠɢɧɚɥɚɦɚɧɨʀ ɡɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɭɬɨɱɤɚɯ )( ntz , nk ,,1,0  ,  ɜɩɢɫɚɧɨʀɜɞɭɝɭ * . ɐɹ 
ɞɨɜɠɢɧɚ )(*L ɡɚɜɠɞɢɿɫɧɭɽ, ɩɪɢɱɨɦɭɡɚɜɠɞɢ fd*d )(0 L . ɍɜɢɩɚɞɤɭ f*)(L  ɞɭɝɚ 
(1) ɧɚɡɢɜɚɽɬɶɫɹ ɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨɸ,ɚɤɨɥɢ f *)(L  (ɿɬɚɤɢɯɜɢɩɚɞɤɿɜɛɟɡɥɿɱ)  – ɞɭɝɚ 
(1) ɧɚɡɢɜɚɽɬɶɫɹ ɧɟɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨɸ. 
ɇɚɜɟɞɟɧɟ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɤɨɪɟɤɬɧɟ ɹɤ ɞɥɹ ɧɟɡɚɦɤɧɟɧɢɯ ɞɭɝ, ɬɚɤ ɿ ɞɥɹ 
ɡɚɦɤɧɟɧɢɯ, ɹɤɞɨɩɪɨɫɬɢɯɞɭɝ, ɬɚɤɿɞɨɞɭɝɡɬɨɱɤɚɦɢɫɚɦɨɩɟɪɟɬɢɧɭ. 
ɉɿɫɥɹ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɩɨɧɹɬɶ ɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨʀ ɞɭɝɢ ɬɚ ʀʀ ɞɨɜɠɢɧɢ ɞɨɰɿɥɶɧɨ 
ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɢ ɨɫɧɨɜɧɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɢɯ ɞɭɝ ɬɚ ʀɯ ɞɨɜɠɢɧ, ɹɤɿ ɬɿɫɧɨ 
ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿ ɡ ɨɫɧɨɜɧɢɦɢ (ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɢɦɢ) ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɹɦɢ ɨɞɧɨɝɨ ɡ 
ɧɚɣɜɚɠɥɢɜɿɲɢɯɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯɩɨɧɹɬɶ – ɦɿɪɢɦɧɨɠɢɧɢ. 
ɉɿɫɥɹ ɰɶɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɞɨɜɟɫɬɢɮɨɪɦɭɥɭ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧɢ ɞɭɝɢ (1), 
ɞɥɹɹɤɨʀɩɨɯɿɞɧɚ )(tzc ɽ R ɿɧɬɟɝɪɨɜɧɨɸɮɭɧɤɰɿɽɸɧɚɜɿɞɪɿɡɤɭ ];[ ED : 
³ c *
E
D
dttzL )()(      (2) 
ɬɚɪɨɡɝɥɹɧɭɬɢɱɚɫɬɢɧɧɿɜɢɩɚɞɤɢɰɿɽʀɮɨɪɦɭɥɢ. 
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Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧɞɭɝ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɫɭɱɚɫɧɢɯ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢɡɜɨɞɢɬɶɫɹ: 
x ɞɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧɢ ɥɚɦɚɧɢɯ (ɩɪɨɝɪɚɦɚ Gran1), ɿ ɬɨɞɿ ɩɢɬɚɧɧɹɳɨɞɨ 
ɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨɫɬɿɞɭɝɦɨɠɟɥɢɲɢɬɢɫɹɜɿɞɤɪɢɬɢɦ , ɚɞɨɜɿɪɚɞɨɨɛɱɢɫɥɟɧɨɝɨ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɭɦɨɠɟɛɭɬɢɧɟɞɭɠɟɜɢɫɨɤɨɸ; 
x ɞɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ (2), ɿ ɬɨɞɿ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɜɢɪɿɲɟɧɟ ɩɢɬɚɧɧɹ ɳɨɞɨ 
ɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨɫɬɿ ɿɩɿɞɜɢɳɟɧɚɞɨɜɿɪɚɞɨɨɛɱɢɫɥɟɧɨɝɨɪɟɡɭɥɶɬɚɬɭɡɚɭɦɨɜɢ, 
ɳɨ ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɩɪɨɝɪɚɦɧɨɝɨ ɡɚɫɨɛɭ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɦɨɠɟ ɣɨɝɨ 
ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ, ɚ ɣɦɚɬɢ ɝɥɢɛɨɤɿ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɿ ɡɧɚɧɧɹ ɞɥɹ ɚɧɚɥɿɡɭ ɨɞɟɪɠɚɧɢɯ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿɜ. 
ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɨɛɱɢɫɥɢɦɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ Gran1 (ɭ ɹɤɿɣ ɽ 
ɜɛɭɞɨɜɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧ ɞɭɝ) ɞɨɜɠɢɧɭ ɥɚɧɰɸɝɨɜɨʀ ɥɿɧɿʀ 
)(2 44
xx
eey

 ɜɿɞɬɨɱɤɢ 0 x ɞɨɬɨɱɤɢ 4 x . 
Ⱦɥɹɬɨɝɨɳɨɛɤɪɚɳɟɭɹɜɢɬɢɮɨɪɦɭɥɚɧɰɸɝɨɜɨʀɥɿɧɿʀ, ɡɨɛɪɚɡɢɦɨɫɩɨɱɚɬɤɭ 
ʀʀɞɭɝɭ, ɹɤɚɜɿɞɩɨɜɿɞɚɽɜɿɞɪɿɡɤɭ ]5;5[  (ɬɨɧɲɨɸɥɿɧɿɽɸ),  ɚɩɨɬɿɦɡɚɞɚɧɭɞɭɝɭ,  ɹɤɚ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɽɜɿɞɪɿɡɤɭ ]4;0[  (ɬɨɜɳɨɸɥɿɧɿɽɸ) (ɪɢɫ. 12).  
 
Ɋɢɫ. 12. 
ɉɿɫɥɹɰɶɨɝɨɡɧɚɣɞɟɦɨɲɭɤɚɧɭɞɨɜɠɢɧɭɞɭɝɢ: 701.4 L . 
ɉɟɪɟɜɿɪɢɦɨ ɰɟɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ MathCAD, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ 
ɫɬɜɨɪɟɧɢɣ ɜɢɳɟ ɪɨɛɨɱɢɣ ɚɪɤɭɲ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧ ɞɭɝ ɿ ɜɩɢɫɚɧɢɯ 
ɥɚɦɚɧɢɯ. Ɂɦɿɧɢɦɨɭɧɶɨɦɭɬɿɥɶɤɢɮɭɧɤɰɿɸ: )(2:)( 44
xx
eexf

  ɿɜɿɞɪɿɡɨɤ ];[ ba : 0: a , 
4: b . Ⱦɿɫɬɚɧɟɦɨ: 701.4 L . 
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Ɍɟɩɟɪ ɫɩɪɨɛɭɽɦɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ Gran1 ɞɨɜɠɢɧɭ 
ɧɟɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨʀɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨʀɤɪɢɜɨʀ 
x
xy 1sin , ]1;0(x , 0)0(  f  (ɪɢɫ. 13). 
           
                                   Ɋɢɫ. 13. 
əɤ ɛɚɱɢɦɨ, ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ, ɨɞɟɪɠɚɧɢɣ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ Gran1, 
ɩɨɦɢɥɤɨɜɢɣ, ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɩɪɚɜɢɥɶɧɚ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ f L . Ɉɬɠɟ, ɩɪɢ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɿ 
ɩɪɨɝɪɚɦɢ Gran1 ɞɨɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɞɨɜɠɢɧɢɤɪɢɜɨʀɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɩɨɜɢɧɟɧɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨ 
ɜɢɪɿɲɭɜɚɬɢɩɢɬɚɧɧɹ, ɱɢɽɡɚɞɚɧɚɤɪɢɜɚɫɩɪɹɦɥɸɜɚɧɨɸ. 
Ⱦɨ ɪɟɱɿ, ɩɪɢ ɡɜɟɪɧɟɧɧɿ ɞɨ ɩɪɨɝɪɚɦɢ MathCAD ɭ ɞɚɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 
ɨɬɪɢɦɭɽɬɶɫɹɩɨɜɿɞɨɦɥɟɧɧɹ, ɳɨɿɧɬɟɝɪɚɥɧɟɦɨɠɥɢɜɨɨɛɱɢɫɥɢɬɢ. 
Ⱦɥɹ ɦɚɣɛɭɬɧɶɨɝɨ ɜɱɢɬɟɥɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɜɚɠɥɢɜɢɦ ɽ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɿ ɧɚɜɿɬɶ ɧɟ 
ɫɬɿɥɶɤɢ ɬɟ, ɹɤ ɦɨɠɧɚ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɬɿɽʀ ɱɢ ɿɧɲɨʀ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨʀ ɚɛɨ 
ɮɿɡɢɱɧɨʀɜɟɥɢɱɢɧɢ, ɫɤɿɥɶɤɢɬɟ, ɳɨɪɨɡɭɦɿɬɢɩɿɞɰɿɽɸɜɟɥɢɱɢɧɨɸɬɚɹɤɿʀʀɨɫɧɨɜɧɿ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɿ) ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ. ɐɟɫɬɨɫɭɽɬɶɫɹɿɩɥɨɳɿɩɥɨɫɤɨʀɮɿɝɭɪɢ, ɜɢɜɱɟɧɧɸ 
ɹɤɨʀ ɭɲɤɿɥɶɧɨɦɭɤɭɪɫɿɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢɩɪɢɞɿɥɟɧɨɡɧɚɱɧɭɭɜɚɝɭ, ɩɪɨɬɟɚɤɰɟɧɬɩɪɢ 
ɰɶɨɦɭ ɪɨɛɢɬɶɫɹ ɧɚ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ, ɚ ɧɟ ɧɚ ɫɭɬɧɨɫɬɿ ɩɨɧɹɬɬɹ ɩɥɨɳɿ ɮɿɝɭɪɢ. ȼ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿɱɚɫɬɨɨɛɱɢɫɥɸɸɬɶɳɨɫɶ, ɧɟɡɧɚɸɱɢ, ɳɨɫɚɦɟɨɛɱɢɫɥɸɸɬɶ, ɞɨɜɨɞɹɬɶ 
ɬɟɨɪɟɦɭ ɩɪɨ ɩɥɨɳɭ ɹɤɨʀɫɶ ɮɿɝɭɪɢ (ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɚ), ɧɟ ɡɧɚɸɱɢ, ɳɨ 
ɬɚɤɟɩɥɨɳɚɰɿɽʀɮɿɝɭɪɢ. ɐɟɨɛɭɦɨɜɥɟɧɨɬɢɦ, ɳɨɱɚɫɬɨɭɩɪɨɰɟɫɿɧɚɜɱɚɧɧɹɧɿɹɤ 
ɧɟɜɪɚɯɨɜɭɸɬɶɪɿɜɧɹɪɨɡɜɢɬɤɭɫɭɱɚɫɧɨʀɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɩɨɦɢɥɤɨɜɨɜɜɚɠɚɸɱɢ, ɳɨ 
ɰɟɣ ɪɿɜɟɧɶ ɧɟ ɬɚɤɢɣ ɞɨɫɬɭɩɧɢɣ ɭɱɧɹɦ, ɹɤ ɪɿɜɟɧɶ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨʀ ɧɚɭɤɢ 
ɤɿɥɶɤɚɫɨɬɥɿɬɧɶɨʀ ɞɚɜɧɢɧɢ. ɇɚɫɩɪɚɜɞɿ ɜɫɟ ɧɚɜɩɚɤɢ: ɪɨɡɜɢɬɨɤ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ (ɹɤ ɿ 
ɛɭɞɶɹɤɨʀɿɧɲɨʀɧɚɭɤɢ) ɫɭɩɪɨɜɨɞɠɭɽɬɶɫɹɧɟɬɿɥɶɤɢɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɧɹɦɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ 
ɮɚɤɬɿɜ (ɨɬɠɟ, ɿɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹɦʀɯɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɶ), ɚɣɬɢɦ, ɳɨɰɿɮɚɤɬɢɩɨɡɛɭɜɚɸɬɶɫɹ 
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ɫɭɛ¶ɽɤɬɢɜɧɨɫɬɿ, ɫɬɚɸɬɶ ɩɪɨɡɨɪɿɲɢɦɢ, ɡɪɨɡɭɦɿɥɿɲɢɦɢ, ɚ ɨɬɠɟ ɣ ɞɨɫɬɭɩɧɿɲɢɦɢ 
ɲɢɪɲɨɦɭɤɨɥɭɥɸɞɟɣ, ɜɤɥɸɱɚɸɱɢɿɭɱɧɿɜɡɚɝɚɥɶɧɨɨɫɜɿɬɧɿɯɲɤɿɥ. 
Ɍɚɤ, ɫɭɱɚɫɧɟ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɥɨɳɿ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ ɰɿɥɤɨɦ ɩɪɢɪɨɞɧɟ ɿ 
ɤɨɧɫɬɪɭɤɬɢɜɧɟ: 
x ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɜɢɞɿɥɹɸɬɶ, ɬɚɤ ɡɜɚɧɿ, ɩɪɨɫɬɿ ɮɿɝɭɪɢ; ɬɚɤɢɦɢ ɜɜɚɠɚɸɬɶ 
ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɢ ɚɛɨ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤɢ; ɩɥɨɳɟɸ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɤɚ (ɤɨɥɢ ɜɿɧ ɽ 
ɩɪɨɫɬɨɸ ɮɿɝɭɪɨɸ) ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɞɨɛɭɬɨɤ ɣɨɝɨ ɜɢɦɿɪɿɜ; 
ɩɥɨɳɟɸ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤɚ (ɤɨɥɢ ɜɿɧ ɽ ɩɪɨɫɬɨɸ ɮɿɝɭɪɨɸ) ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ 
ɜɜɚɠɚɸɬɶɩɿɜɞɨɛɭɬɨɤɨɫɧɨɜɢɧɚɜɢɫɨɬɭ; 
x ɨɛ¶ɽɞɧɚɧɧɹɫɤɿɧɱɟɧɧɨʀ ɤɿɥɶɤɨɫɬɿɩɪɨɫɬɢɯɮɿɝɭɪɛɟɡ ɫɩɿɥɶɧɢɯɜɧɭɬɪɿɲɧɿɯ 
ɬɨɱɨɤɧɚɡɢɜɚɸɬɶɩɪɨɫɬɨɸɮɿɝɭɪɨɸ; ʀʀɩɥɨɳɟɸɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦɜɜɚɠɚɸɬɶ 
ɫɭɦɭɩɥɨɳɩɪɨɫɬɢɯɮɿɝɭɪ, ɳɨɭɬɜɨɪɸɸɬɶɰɸɩɪɨɫɬɭɮɿɝɭɪɭ; 
x ɞɥɹ ɞɨɜɿɥɶɧɨʀ ɩɥɨɫɤɨʀ ɮɿɝɭɪɢ )  ɧɚɦɚɝɚɸɬɶɫɹ «ɧɟɦɨɜɛɢ ɜɢɦɿɪɹɬɢ ʀʀ 
ɩɥɨɳɭɡɧɟɞɨɫɬɚɱɟɸɬɚɡɧɚɞɥɢɲɤɨɦ»; ɞɥɹɱɨɝɨɡɧɚɯɨɞɹɬɶɩɪɨɫɬɿɮɿɝɭɪɢ 
n)  ɿ )(n) , ɞɥɹɹɤɢɯ )(nn ))) . əɤɳɨɱɢɫɥɚ )( nS ) ɿ )( )(nS ) ɦɨɠɧɚɡɪɨɛɢɬɢ 
ɹɤ ɡɚɜɝɨɞɧɨ ɛɥɢɡɶɤɢɦɢ ɦɿɠ ɫɨɛɨɸ, ɚ ɨɬɠɟ, ɿ ɞɨ ɞɟɹɤɨɝɨ ɱɢɫɥɚ )()S , ɬɨ 
ɮɿɝɭɪɭ ) ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɤɜɚɞɪɨɜɧɨɸ,ɚɱɢɫɥɨ )()S  ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɩɥɨɳɟɸɮɿɝɭɪɢ 
) . 
ɉɿɫɥɹ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɰɶɨɝɨ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɢ ɨɫɧɨɜɧɿ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɤɜɚɞɪɨɜɧɢɯ ɮɿɝɭɪ ɬɚ ʀɯ ɩɥɨɳ, ɹɤɿ ɬɿɫɧɨ ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿ ɡ ɨɫɧɨɜɧɢɦɢ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɢɦɢ) ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɹɦɢɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨɩɨɧɹɬɬɹɦɿɪɢɦɧɨɠɢɧɢ, ɿɥɢɲɟ 
ɩɿɫɥɹ ɰɶɨɝɨ ɞɨɜɨɞɢɬɢ ɮɨɪɦɭɥɢ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɥɨɳ ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨʀ ɬɪɚɩɟɰɿʀ, 
ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɫɟɤɬɨɪɚ ɬɚ ɞɟɹɤɢɯ ɿɧɲɢɯ ɩɥɨɫɤɢɯ ɮɿɝɭɪ. ɍɫɿ ɰɿ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ 
ɦɨɠɧɚɩɪɨɜɨɞɢɬɢɡɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɦɫɭɱɚɫɧɢɯɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯɡɚɫɨɛɿɜɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. 
ɇɢɠɱɟ ɧɚɜɟɞɟɧɨ ɪɨɛɨɱɢɣ ɚɪɤɭɲ ɩɪɨɝɪɚɦɢ MathCAD, ɧɚ ɹɤɨɦɭ ɨɛɱɢɫ-
ɥɸɽɬɶɫɹɩɥɨɳɚɩɨɥɨɜɢɧɢɨɞɧɿɽʀɡɩɟɥɸɫɬɨɤɞɜɨɩɟɥɸɫɬɤɨɜɨʀɬɪɨɹɧɞɢ (ɪɢɫ. 14). 
)2cos(:)( ttr       0: a      
4
: S b      baat ..0001.0,:       S 2..0001.0,: aau  
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Ɋɢɫ. 14. 
³ 
b
a
dttrS 2)(
2
1:      
16
SoS  
Ɉɫɧɨɜɧɿɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ, ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɿɡɩɨɧɹɬɬɹɦɤɭɛɨɜɧɨʀɮɿɝɭɪɢɬɚ ʀʀɨɛ¶ɽɦɭ, 
ɰɿɥɤɨɦɚɧɚɥɨɝɿɱɧɿɞɨɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯɬɜɟɪɞɠɟɧɶ, ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɢɯɡɩɨɧɹɬɬɹɦɤɜɚɞɪɨɜɧɢɯ 
ɮɿɝɭɪɬɚʀɯɩɥɨɳ. ɐɸɚɧɚɥɨɝɿɸɞɨɰɿɥɶɧɨɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢɞɥɹɡɚɥɭɱɟɧɧɹɦɚɣɛɭɬɧɿɯ 
ɜɱɢɬɟɥɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɞɨ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨɝɨ ɜɿɞɤɪɢɬɬɹ ɧɨɜɢɯ ɞɥɹ ɧɢɯ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ 
ɮɚɤɬɿɜ. ɋɟɪɟɞ ɮɿɝɭɪ, ɨɛ¶ɽɦɢ ɹɤɢɯ ɦɨɠɧɚ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ R -
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɜɢɞɿɥɹɸɬɶɬɚɤɡɜɚɧɿɬɿɥɚɨɛɟɪɬɚɧɧɹ. 
Ⱦɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɨɛ¶ɽɦɿɜ ɞɟɹɤɢɯ ɤɭɛɨɜɧɢɯ ɮɿɝɭɪ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ 
ɫɭɱɚɫɧɿɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɿɡɚɫɨɛɢɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. 
ɍɩɪɨɝɪɚɦɿ Gran1 ɩɟɪɟɞɛɚɱɟɧɚɜɛɭɞɨɜɚɧɚɤɨɦɚɧɞɚɞɥɹɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɨɛ¶ɽɦɭ 
ɬɿɥɚ ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ. Ɂɚɭɜɚɠɢɦɨ, ɳɨ ɤɪɚɳɟ ɬɿɥɨ ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ ɭɬɜɨɪɸɜɚɬɢ ɲɥɹɯɨɦ 
ɨɛɟɪɬɚɧɧɹɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨʀɬɪɚɩɟɰɿʀ, ɚɧɟɤɪɢɜɨʀ. ɋɤɨɪɢɫɬɚɽɦɨɫɹɩɪɨɝɪɚɦɨɸ Gran1 
ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɨɛ¶ɽɦɿɜ ɬɿɥ ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ ɧɚ ɞɜɨɯ ɩɪɢɤɥɚɞɚɯ ɿ ɩɪɨɚɧɚɥɿɡɭɽɦɨ 
ɨɬɪɢɦɚɧɿɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢ. 
1* : xy sin , ]2/;0[ Sx    4674.21  xV , 
2* : xy arcsin , ]1;0[x    373.22  yV . 
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Ɋɢɫ. 15.                                                 Ɋɢɫ. 16. 
Ɂɧɚɣɞɟɧɿɞɜɚɨɛ¶ɽɦɢɩɨɜɢɧɧɿɛɭɬɢɪɿɜɧɢɦɢɦɿɠɫɨɛɨɸ (ɞɢɜ. ɪɢɫ. 15, 16), 
ɚɥɟɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢ, ɨɬɪɢɦɚɧɿɡɚɩɪɨɝɪɚɦɨɸ Gran1, ɜɿɞɱɭɬɧɨɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬɶɫɹɨɞɢɧɜɿɞ 
ɨɞɧɨɝɨ. ɇɟɜɚɠɤɨɩɟɪɟɤɨɧɚɬɢɫɹ, ɳɨɩɟɪɲɢɣɨɛ¶ɽɦɨɛɱɢɫɥɟɧɢɣɬɨɱɧɿɲɟ, ɚɞɪɭɝɢɣ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɞɟɳɨɡɚɧɢɠɟɧɢɣ. 
ɉɪɢ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɿ ɛɿɥɶɲ ɩɨɬɭɠɧɢɯ ɩɪɨɝɪɚɦ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, MathCAD, 
ɡ¶ɹɜɥɹɽɬɶɫɹɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶɛɭɞɭɜɚɬɢɹɤɿɫɧɿɬɪɢɜɢɦɿɪɧɿɿɥɸɫɬɪɚɰɿʀ. 
ɇɚɜɟɞɟɦɨɪɨɛɨɱɢɣɚɪɤɭɲ MathCAD, ɧɚɹɤɨɦɭɡɨɛɪɚɠɟɧɨɬɿɥɨɨɛɟɪɬɚɧɧɹ 
ɪɢɫ. 17) ɬɚɨɛɱɢɫɥɟɧɨɣɨɝɨɨɛ¶ɽɦ. 
)cos())sin(1.1(:)( xxxf      0: a    S 2:b     
³S 
b
a
dxxfV 2)(
     233.27 V  
)0,)(,0)((:),( 2222 yxfyxfifyxg t       ),(:),(1 yxgyxg   
 
Ɋɢɫ. 17. 
ɇɚ ɨɫɧɨɜɿ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧ, 
ɩɥɨɳ ɬɚ ɨɛ¶ɽɦɿɜ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɪɚɡɨɦ ɿɡ ɦɚɣɛɭɬɧɿɦɢ ɜɱɢɬɟɥɹɦɢ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɡɧɚɣɬɢ 
ɡɚɝɚɥɶɧɭ ɫɯɟɦɭ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɨ ɪɨɡɜ¶ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɞɟɹɤɢɯ 
38 
ɩɪɚɤɬɢɱɧɢɯ ɡɚɞɚɱ, ɩɨɜ¶ɹɡɚɧɢɯ ɡ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɿɮɿɡɢɱɧɢɯ ɜɟɥɢɱɢɧ 
ɬɚɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɦɡɧɚɱɟɧɶɰɢɯɜɟɥɢɱɢɧ: 
1) ɩɟɪɟɤɨɧɚɬɢɫɹ, ɳɨ ɩɨɬɪɿɛɧɭ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɭ ɚɛɨ ɮɿɡɢɱɧɭ ɜɟɥɢɱɢɧɭ W  
ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɩɨɜ¶ɹɡɚɬɢ ɡ ɩɟɜɧɢɦ ɜɿɞɪɿɡɤɨɦ ];[ ba , ɬɨɛɬɨ ]);([ baWW  , ɩɪɢɱɨɦɭ 
ɤɨɠɧɿɣɱɚɫɬɢɧɿɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ba ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɽɩɟɜɧɚɱɚɫɬɢɧɚɜɟɥɢɱɢɧɢ W  ɿɰɸ 
ɜɟɥɢɱɢɧɭɞɨɰɿɥɶɧɨɜɜɚɠɚɬɢɚɞɢɬɢɜɧɨɸ, ɬɨɛɬɨ k
n
k
n
k
kk WxxWbaW '  ¦ ¦

 

 

1
0
1
0
1]);([];[  
ɞɥɹɛɭɞɶɹɤɨɝɨɩɨɞɿɥɭ )(T ɜɿɞɪɿɡɤɚ ];[ ba ɬɨɱɤɚɦɢ bxxxa n   ....10 ; 
2) ɡɧɚɣɬɢ ɩɪɢɞɚɬɧɟ ɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹ kkk xxW '|' )( *Z , ɞɟ )( *kxZ  – ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɟɹɤɨʀ 
ɜɿɞɨɦɨʀɮɭɧɤɰɿʀ )(xZZ  , ];[ bax ; 
3) ɞɿɫɬɚɬɢɩɪɢɪɨɞɧɟɧɚɛɥɢɠɟɧɧɹɜɟɥɢɱɢɧɢ W ɭɜɢɝɥɹɞɿ ¦

 
'|
1
0
* )(]);([
n
k
kk xxbaW Z ; 
4) ɩɨɤɥɚɫɬɢɡɚɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ, ɳɨ k
n
k
kT
xxbaW '¦ 

 o
)(lim]);([
1
0
*
0)(
Z
O
, ɿɞɿɫɬɚɬɢɮɨɪɦɭɥɭɞɥɹ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɡɧɚɱɟɧɶɜɟɥɢɱɢɧɢ W , ɬɨɛɬɨ ³ 
b
a
dxxbaW )(]);([ Z ; 
5) ɩɟɪɟɤɨɧɚɬɢɫɹɜɟɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɿɨɞɟɪɠɚɧɨʀɮɨɪɦɭɥɢ. 
ɇɚɜɟɞɟɧɭ ɫɯɟɦɭ ɦɨɠɧɚ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ, ɳɨɛ ɜɜɟɫɬɢ ɩɨɧɹɬɬɹ ɩɥɨɳɿ ɩɨɜɟɪɯɧɿ 
ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ, ɦɚɫɢɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɨʀɞɭɝɢɿɦɚɬɟɪɿɚɥɶɧɨʀɩɥɚɫɬɢɧɢ, ɫɬɚɬɢɱɧɢɯɦɨɦɟɧɬɿɜ 
ɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɰɟɧɬɪɿɜ ɰɢɯ ɦɚɫ, ɚ ɬɚɤɨɠ ɳɨɛ ɡɧɚɣɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɞɥɹ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹɡɧɚɱɟɧɶɜɤɚɡɚɧɢɯɜɟɥɢɱɢɧ. 
Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɫɭɱɚɫɧɢɯ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɢɯ ɡɚɫɨɛɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɦɨɠɧɚ 
ɿɥɸɫɬɪɭɜɚɬɢɜɜɟɞɟɧɿɩɨɧɹɬɬɹɿɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢɡɧɚɱɟɧɧɹɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɪɨɝɪɚɦɢ Maxima ɦɨɠɧɚ ɞɨɫɢɬɶ ɟɮɟɤɬɢɜɧɨ ɪɨɡɜ¶ɹɡɭɜɚɬɢ 
ɡɚɞɚɱɿɧɚɜɿɞɲɭɤɚɧɧɹɪɿɡɧɢɯɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɯ i ɮɿɡɢɱɧɢɯɜɟɥɢɱɢɧ, ɹɤɟɡɜɨɞɢɬɶɫɹɞɨ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɟɜɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. Ɍɚɤ, ɞɥɹ ɜɿɞɲɭɤɚɧɧɹ ɩɥɨɳɿ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɟɥɿɩɫɨʀɞɚ 
ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ, ɭɬɜɨɪɟɧɨɝɨ ɨɛɟɪɬɚɧɧɹɦ ɟɥɿɩɫɚ tatx cos)(  , tbty sin)(  , ];0[ St , ɧɚɜɤɨɥɨ 
ɨɫɿ OX , ɞɨɫɢɬɶɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢɮɨɪɦɭɥɭ ³ cc 
E
D
S dttytxtyS )()()(2 22 ɿɜɜɟɫɬɢɤɨɦɚɧɞɢ: 
(%i1) apply(assume,[a>0,b>0,a>b])$ 
(%i2) integrate(2*%pi*b*sin(t)*sqrt(a^2*sin(t)^2+b^2*cos(t)^2),t,0,%pi); 
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Ɂɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹɩɪɨɝɪɚɦɢ MathCAD ɭɞɚɧɿɣ ɬɟɦɿɩɪɨɿɥɸɫɬɪɭɽɦɨɧɚɬɚɤɨɦɭ 
ɩɪɢɤɥɚɞɿ. Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɰɟɧɬɪɢ ɦɚɫ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ * : 24 xy  , ]2;2[x , i 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨʀʀɣɨɞɧɨɪɿɞɧɨʀɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨʀɬɪɚɩɟɰɿʀ ) : 240 xy dd , ]2;2[x . 
Ɋɨɛɨɱɢɣɚɪɤɭɲɡɪɨɡɜ¶ɹɡɚɧɧɹɦɞɚɧɨʀɡɚɞɚɱɿ. 
24:)( xxf       2:  a      2: b  
³ ¸¹
·¨
©
§ 
b
a
dxxf
dx
dL
2
)(1:        ³ 
b
a
dxxfS )(:  
³ ¸¹
·¨
©
§ 
b
a
dxxf
dx
dxf
L
yL
2
)(1)(1:        ³ 
b
a
dxxf
S
yS 2)(
2
1:  
294.9 L      667.10 S      177.2 yL      6.1 yS  
ɉɪɢ ɪɨɡɜ¶ɹɡɭɜɚɧɧɿ ɰɿɽʀ ɡɚɞɚɱɿ ɛɭɥɨ ɜɪɚɯɨɜɚɧɨ ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɿɫɬɶ ɤɪɢɜɨʀ *  ɿ 
ɬɪɚɩɟɰɿʀ ) ɜɿɞɧɨɫɧɨɨɫɿ OY , ɜɧɚɫɥɿɞɨɤɱɨɝɨɨɱɟɜɢɞɧɨ, ɳɨɰɟɧɬɪɢʀɯɦɚɫɥɟɠɚɬɶ 
ɧɚɰɿɣɨɫɿ, ɬɨɛɬɨ 0  xSxL . ɇɚɪɢɫ. 17 ɰɟɧɬɪɦɚɫɤɪɢɜɨʀɩɨɡɧɚɱɟɧɨɯɪɟɫɬɢɤɨɦ: u, 
ɚɰɟɧɬɪɦɚɫɬɪɚɩɟɰɿʀ – ɤɪɭɠɟɱɤɨɦ: q. 
ɋɭɱɚɫɧɿ ɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɿ ɡɚɫɨɛɢ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɦɨɠɭɬɶ ɛɭɬɢ ɡɪɭɱɧɢɦɢ, 
ɩɨɬɭɠɧɢɦɢ ɿ ɟɮɟɤɬɢɜɧɢɦɢ ɡɚɫɨɛɚɦɢ ɧɚɜɱɚɧɧɹ ɛɭɞɶɹɤɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨʀ 
ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ, ɜɤɥɸɱɚɸɱɢ ɿ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɣ ɚɧɚɥɿɡ. ȿɮɟɤɬɢɜɧɟ ɩɟɞɚɝɨɝɿɱɧɨ 
ɜɢɜɚɠɟɧɟɿɞɨɰɿɥɶɧɟɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɰɢɯɡɚɫɨɛɿɜɧɟɦɨɠɥɢɜɟɛɟɡɜɪɚɯɭɜɚɧɧɹɪɿɜɧɹ 
ɪɨɡɜɢɬɤɭ ɫɭɱɚɫɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨʀ ɧɚɭɤɢ. Ɍɨɦɭ ɧɚɦɚɝɚɧɧɹ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ 
ɫɭɱɚɫɧɿɤɨɦɩ¶ɸɬɟɪɧɿ ɡɚɫɨɛɢɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɡ ɨɞɧɨɝɨɛɨɤɭ ɡɦɭɲɭɸɬɶɤɨɪɢɫɬɭɜɚɱɚ 
ɨɩɚɧɭɜɚɬɢ ɞɟɹɤɢɦɢ ɞɨɫɹɝɧɟɧɧɹɦɢ ɫɭɱɚɫɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɚ ɡ ɿɧɲɨɝɨ ɛɨɤɭ ɬɚɤɟ 
ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹɧɚɞɚɽɦɨɠɥɢɜɨɫɬɿɡɞɿɣɫɧɢɬɢɬɚɤɟɨɩɚɧɭɜɚɧɧɹ, ɨɫɤɿɥɶɤɢɧɟɬɿɥɶɤɢ 
ɩɿɞɜɢɳɭɽ ɪɿɜɟɧɶ ɦɨɬɢɜɨɜɚɧɨɫɬɿ ɧɚɜɱɚɧɧɹ, ɚ ɣ ɪɨɛɢɬɶ ɰɟ ɧɚɜɱɚɧɧɹ ɞɨɫɬɭɩɧɢɦ 
ɡɚɜɞɹɤɢ ɬɚɤɨɦɭ ɭɧɚɨɱɧɟɧɧɸ ɧɚɜɱɚɥɶɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ, ɹɤɟ ɪɚɧɿɲɟ ɛɭɥɨ 
ɜɚɠɤɨɞɨɫɬɭɩɧɢɦ. 
Ɋɢɫ. 17. 
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